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NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI 


LỜI NÓI ĐẦU 


Giáo trình “Lý thuyết xác suất uà thống bê toán” được biên 
soạn trên cơ sở các bài giảng của tác giả trình bày nhiều năm (có tham 
khảo các tài liệu trong và ngoài nước [1-6]) và theo chương trình toán 
giai đoạn 2 dành cho sinh viên ngành học Vật lý, Khoa học Vật liệu, 
Khoa học và Công nghệ hạt nhân, Vô tuyến-Điện tử của Trường Đại 
học Tổng hợp Hà Nội (nay là Trường Đại học Khoa học Tự nhiên thuộc 
Đại học Quốc gia Hà Nội). Giáo trình cũng rất bổ ích và có thể dùng làm 
tài liệu tham khảo, giảng dạy cho sinh viên các trường Đại học Sư phạm, 
Đại học Kỹ thuật, Đại học Kinh tế Quốc dân và các trường khác trong 
nước có học môn “Lý thuyết xác suất và thống kê toán”. Khi viết chúng tôi 
đã cố gắng đạt tới mục đích đề ra là cơ bản, hiện đại và Việt Nam. 

Giáo trình trình bày những khái niệm cơ bản của lý thuyết xác 
suất (chương 1); một số công thức tính xác suất quan trọng trong lý 
thuyết xác suất (chương 2); những khái niệm về đại lượng ngẫu nhiên 
và các tính chất, tham số đặc trưng của chúng (chương 3); những khái 
niệm về thống kê toán như mẫu thống kê và ước lượng tham số 
(chương 4); kiểm nghiệm các giả thiết thống kê (chương 5). Ngoài phần 
bài giảng, giáo trình có đưa ra phần phụ lục (bổ túc toán và các bảng 
tra cứu thường dùng); một lượng lớn bài tập có kèm theo lời giải và chỉ 
dẫn rõ ràng, cụ thể. Những bài tập này nhằm giúp cho học viên dễ 
nắm bắt và hiểu sâu sắc hơn nội dung bài giảng và đặc biệt có tác 
dụng rèn luyện kỹ năng vận dụng lý thuyết xác suất và thống kê toán 
trong các ngành Khoa học Vật lý, Khoa học Vật liệu, Khoa học và 
Công nghệ hạt nhân, Vô tuyến-Điện tử, ... cũng như trong các vấn đề 
thực tế của kinh tế - xã hội đặt ra. 


Giáo trình là một trong các giáo trình thuộc “Bộ giáo trình toán 
cho Vật lý” do các GS, PGS, TSKH, T8. cán bộ giảng dạy lâu năm của 
Bộ môn Vật lý lý thuyết, Khoa Vật lý, Trường Đại học Tổng hợp Hà 
Nội (nay là Trường Đại học Khoa học Tự nhiên thuộc Đại học Quốc gia 
Hà Nội) đảm nhận giảng dạy và biên soạn. 

Viết. giáo trình “Lý thuyết xác suất và Thống kê toán” là một việc 
rất khó khăn, vì vậy mặc dù đã hết sức cố gắng, nhưng giáo trình chắc 
không tránh khỏi một số thiếu sót. Chúng tôi hy vọng nhận được 
nhiều ý kiến nhận xét, đóng góp của bạn đọc để giáo trình ngày càng 
hoàn thiện hơn. 

Chúng tôi xin cẩm ơn các bạn đồng nghiệp thuộc bộ môn Vật 
lý lý thuyết, khoa Vật lý, Trường Đại học Khoa học Tự nhiên thuộc 
Đại học Quốc gia Hà Nội, các GS.TS Nguyễn Văn Thỏa, GS.TSKH 
Nguyễn Xuân Hãn, PGS.TSKH Nguyễn Văn Hùng, PGS.TS Lâ 
Văn Trực, PGS Phạm Công Dũng, PGS.TS Phạm Tế Thế đã đóng 
góp nhiều ý kiến quý báu trong quá trình biên soạn giáo trình này. 


Tác giả 
GS.TS Nguyễn Quang Báu 


Chương 1 


NHỮNG KHÁI NIỆM CƠ BẢN 
CỦA LÝ THUYẾT XÁC SUẤT 


1.1. KHÁI NIỆM VỀ PHÉP THỬ, BIẾN CỔ VÀ XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ 


1.1.1. Phép thử và biến cố 

Các khái niệm đầu tiên được gặp trong lý thuyết xác suất là khái 
niệm về phép thử và biến cố. *Phép thử” được hiểu là thực hiện một 
nhóm các điều kiện xác định nào đó, nó có thể là một thí nghiệm hay 
mọt việc quan sát sự xuất hiện một hiện tượng nào đó. Một phép thử 
có thể có nhiều kết cục khác nhau. các kết cục này được gọi là các 
“biến e6". Ta qui ước ký hiệu các biến cố bằng các chữ in A, B, €...(và 
đổi khi có thể kèm theo chỉ số). Ví dụ: 

- Gieo một con xúc xắc là phép thử. Phép thử này có thể kết thúc 
bằng một trong 6 kết cục sau: xuất hiện mặt 1 chấm, 2 chấm, 3 chấm, 
4 chăm, 5 chấm, 6 chấm. Mỗi kết cục này cũng như các kết cục phức 
hợp của chúng: xuất hiện số chấm chăn, số chấm lẻ,... đều là những 
biến cố. 

- Quan sát trạng thái họat động của một máy móc là phép thử. 
Hai kết cục: máy chạy tốt và máy hỏng hóc là hai biến cố. 

Tùy theo tính chất xuất hiện của các biến cố trong phép thử mà 
ta chia chúng làm 3 loại: biến cố chắc chắn, biến cố không thể có và 
biến cố ngẫu nhiên. 

Hiên cố chắc chắn là biến cố nhất thiết xáy ra khi thực hiện phép thử. 


5) 


Biến cố không thể có là biến cố nhất thiết không xảy ra khi thực 
hiện phép thử. 

Biến cố ngẫu nhiên là biến cố có thể xảy ra khi thực hiện phép thử. 

Ta quy ước ký hiệu biến cố chắc chắn là chữ in U, biến cố không 
thể có là chữ in V. Ví dụ: 

- Xét phép thử: gieo một con xúc xắc. Thế thì biến cố xuất hiện số 
chấm nhỏ hơn hoặc bằng 6 là biến cố chắc chắn, biến cố xuất hiện số 
chấm lớn hơn 6 là biến cố không thể có, biến cố xuất hiện số chấm 
bằng 9 là biến cố ngẫu nhiên. 

- Xét phép thử: bắn một phát đạn vào bia. Thế thì biến cố trúng 
hoặc trượt bia là biến cố chắc chắn, biến cố trúng bia 2 lần là biến cố 


không thể có, biến cố trúng bia là biến cố ngẫu nhiên. 
1.1.2. Xác suất của biến cố 


Quan sát các biến cố ngẫu nhiên, ta thấy rằng khả năng xuất 
hiện của chúng nói chung không đồng đều, một số biến cố thường hay 
xảy ra, một số khác lại thường ít xảy ra. Từ đó nảy sinh vấn đề tìm 
cách *đo lường” khả năng xuất biện của một biến cố. Để làm diều đó, 
người ta đã gán cho mỗi biến cố một số không âm và số này được gọi là 
xác suất của biến cố. 

Ta qui ước ký hiệu xác suất của biến cố A là P(A). Xác suất P(A) của 
một biến cố A phải xây dựng sao cho thoả mãn các đòi hỏi hợp lý sau: 

- Xác suất của biến cố chắc chắn U bằng 1: P(U)=I (vì với biến cố 
chắc chắn thì 100% xảy ra). 

- Xác suất của biển cố không thể có V bằng 0: P(V)=0 (vì với biến 
cố không thể có thì 100% không xảy ra ). 

- Xác suất của biến cố ngẫu nhiên A bị kẹp giữa số 0O và số !: 
0<P(A)<1. 
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1.2. CÁC ĐỊNH NGHĨA VỀ XÁC SUẤT CỦA BIẾN CÔ 

1.2.1. Định nghĩa về xác suất theo quan điểm cổ điển 

4) Định nghĩa 

Giả sử một phép thử có tất cả n kết cục đồng khả năng, trong dó 
có m kết cục thuận lợi cho biến cố A xuất hiện. Khi đó xác suất của 
biến cố A là tỷ số kết cục thuận lợi cho A xuất hiện trên số kết cục 
đồng khả năng: 


P(A)=_ (số kết cục thuận lợi cho A xuất hiện) ÖễŠm 
Bộ S6, 2Á Lc, a1: À20220235⁄L10yiy6 4 Le 44H, 5 () 


kết cục đồng khi năng) 


(S 


Từ công thức trên đễ dàng suy ra các tính chất chung của P(A): 
- Đối với biến cố chắc chắn U thì mọi kết cục đồng khả năng của 
phép thứ đều là các kết cục thuận lợi cho biến cố đó xuất hiện m=n, do 


đó P(U)= ĐC Ta 
n 


- Đối với biến cố không thể có V thì không có kết cục nào thuận lợi 

cho biến cố đó xuất hiện nên m=0, do đó P(V) = SP T.ÌP 
"n 

- Đối với biến cố ngẫu nhiên A thì số kết cục thuận lợi cho A xuất 

hiện bị kẹp giữa số 0 và số n nên 0<m<n, do đó 0 «< P(A)= *` <1. 
n 

Cách tính xác suất dựa trên định nghĩa xác suất theo quan điểm 
cố điển có ưu điểm là dơn giản và trực quan, nhưng có hạn chế là 
phạm vị sử dụng của nó không lớn, chỉ dành cho loại phép thử gồm 
một số hữu hạn các kết cục và mọi kết cục đều có cùng một khả năng 
xuất hiện mà thôi. 


b) Các ví dụ 
- Ví dụ 1: Gieo một con xúc xắc hoàn toàn đối xứng. Hãy tính xác 
suất để: a) Được mặt. sáu chấm?; b) Được mặt có số chấm chăn? 
Giải: Gọi A là biến cố được mặt sáu chấm, B là biến cố được mặt 
có số chấm chăn. Ở đây số kết cục đồng khả năng n=6, số kết cục 
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thuận lợi cho A xuất hiện mẠ=1, số kết cục thuận lợi cho B xuất hiện 
mụ=3. Do đó ta có : 
LH 3 1 
6` § 3 

- Ví dụ 2: Gieo hai con xúc xắc hoàn toàn đối xứng. Hãy tính xác 
suất để được hai mặt sáu chấm . 


P(A)= 


Giải: Ký hiệu a, b là số chấm trên mặt con xúc xắc thứ nhất và 
thứ hai (1<a<6;I<b<6 ). Như vậy. kết quả có được số chấm khi 
gieo hai con xúc xắc có thể ký hiệu bằng bộ hai số (a,b). Gọi c là biến cố 
được hai mặt sáu chấm. Theo qui tắc kết hợp nhân số kết cục đồng 
khả năng bằng số bộ hai số (a,b), tức n=6x6=36. Số kết cục thuận lợi 
cho c xuất hiện ứng với trường hợp a=b=6, tức m,=1. Do đó ta có: 

HÌ 
P(c) = — 
: 36 
c) Hạn chế 


Định nghĩa xác suất theo quan điểm cổ điển hạn chế là chỉ áp 
dụng cho các kết cục đồng khả năng và các số m, n trong công thức (1) 
phải được xác định cụ thể và hữu hạn. Trong nhiều trường hợp các 
điều kiện này rất khó thực hiện hoặc không thể thực hiện được. Ví dụ, 
để tính xác suất sinh con trai không thể cho m=1 và n=3 rồi theo công 
thức (1) để tính; hoặc khi gieo một chấm điểm vào một hình vuông 
cạnh a, bên trong có một hình tròn bán kính r (hình 1), ta cũng không 
thể tính xác suất để chấm diểm rơi vào hình tròn theo công thức (1) vì 
không biết m bằng bao nhiêu, và n bằng bao nhiêu. Các hạn chế này 
sẽ được bù lấp bởi các định nghĩa về xác suất theo quan điểm thống kê 
và theo quan điểm hình học. 


Hình 1 


1.2.2. Định nghĩa về xác suất theo quan điểm thống kê 
a) Khái niệm về tần suát xuat hiện biến có A (ƒ) 


Có thể coi tần suất xuất hiện biến cố A là tỷ số giữa số x phép thử 
trong đó có A xuất hiện và tổng số n phép thử dược thực hiện. Nếu ký 
hiệu f là tần suất. xuất hiện biên cố A, thì ta có: 

_. Số phép thử có A. = (3) 
Tông số phép thử dược thực hiện n 

Ví dụ: Trong 1000 trẻ sơ sinh trong tháng 5 năm 1997 ở Hà Nội có 

595 trai và 475 gái. Như vậy tần suất xuất hiện con gái ở dây là: 
475 


= =).175 
1000 


b) Định nghĩa 


Tần suất xuất hiện biến cố ä trong n phép thử luôn luôn đao động 
xung quanh một số không đổi P(\). và khi n tiến tới vô hạn thì tần 
suất xuất hiện biến cố A càng gần đến số không đổi P(A) đó. Khi đó số 
P(A) được gọi là xác suất của biến cố A theo quan điểm thống kê. Nói 
cách khác, ta có : 


P(A)= limf= lim Š (3) 


n—z nzT 
Từ định nghĩa xác suất theo quan điểm thống kê nói trên, cũng dễ 
đàng suy ra các tính chất chung của P(À): 


- Đôi với biến cố chắc chắn U thì tần suất xuất hiện biển cố U: 
f= =1, Dẫn đến xác suất P(U)= lim f =1. 
n Ni 


- Đối với biến cố không thể có V thì tân suất xuất hiện biến cố V: 
0 


f + ˆ =0. Dẫn đến xác suất P(V)= lim f=0. 
n 132 


- Đối với biến cô ngẫu nhiên A thì tần suất xuất hiện biến cố A: 
lộc ek (với 0<x<n và 0<f<1). Dẫn đến xác suất 0 < P(A) =limf<1. 


n "nà »⁄ 


e) Ứng dụng 

Trong thực tế khi ứng dụng định nghĩa xác suất theo quan điểm 
thống kê ta không thể thực hiện số phép thử lớn vô hạn được và không 
thể tính chính xác xác suất biến cố A theo công thức (3) được mà người 
ta thường lấy giá trị của tần suất xuất hiện biến cố A trong một loạt 
khá lớn các phép thử làm giá trị gần đúng của xác suất P(A): phương 
pháp xác định xác suất theo quan điểm thống kê được áp dụng có hiệu 
quả trong việc tìm ra qui luật diễn biến phức tạp về thời tiết, về tỷ lệ 
phế phẩm, truyền tin qua các tầng diện ly, lập kích thước quần áo 
may sẵn, nghiên cứu công hiệu của thuốc men, trong nhân chủng học, 


xã hội học..... 
1.2.3. Định nghĩa xác suất theo quan điểm hình học 


Định nghĩa xác suất theo quan điểm thống kê khắc phục được 
hạn chế của định nghĩa xác suất theo quan điểm cổ điển về dòi hỏi các 
kết cục của phép thử phải đồng khả năng xuất hiện. Để khắc phục 
hạn chế của định nghĩa xác suất theo quan điểm cổ điển về dòi hỏi số 
kết cục của phép thử xác định cụ thể và hữu hạn (đồng thời văn giả 
thiết các kết cục đồng khả năng) người ta đưa ra định nghĩa xác suất 


theo quan điểm hình học. 


a) Định nghĩa 


Xét một phép thử có vô hạn các kết cục đồng khả năng. Giả sử ta 
có thể biểu diễn tập hợp mọi kết cục này bởi một miền hình học GŒ nào 
đó (một đoạn thẳng, một miền phẳng, một mảnh mặt cong hay một 


khối không gian) và những kết cục thuận lợi cho biến cố A xuất hiện 
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bởi một miền hình học con g thuộc G. Với giả thiết trên xác suất của 
biển cố A được tính như là tỷ sở giữa "kích thước” miển g trên "kích 
thước” miền Œ, tức là: 


"Kích thước” miền g 


P(V) (4) 


“kích thước" miền Œ 


Tùy theo g và G là doạn thăng, miền phẳng (cong) hav khối 


không gian mà kích thước được hiểu là độ dài, diện tích hay thể tích. 


b) Các ví dụ 

~ Ví dụ 1: Đâm một mũi kim một cách ngầu nhiên vào hình vuông 
cạnh a, trong có hình tròn nội tiếp bán kính a/2. Hãy tìm xác suất mũi 
kim rơi vào hình tròn. 

Giải: Gọi A là biến cố mũi kim rơi vào hình tròn. hi đó xác suất 
biển cố mũi kim rơi vào hình tròn được tính theo công thức (4) và 


bảng: 


P(A) = diện tích hình tròn m Ẩ. Vớa 


diện tích hình vuông a7 4 


- Vý dụ 3: Ilai người A và B hẹn gặp nhau tại một địa điểm xác 
định trong vòng từ Ô giỏ đến 1 giờ. Người đến trước chờ người kia quá 
20 phút thì sẽ bỏ đi. Hãy tính xác suất họ gặp được nhau, biết rằng 
mỗi người có thể đến chỏ hẹn vào một thời điểm bất kỷ trong khoảng 
thời gian trên. 

Giải: Gọi x là lúc người A đến điểm hẹn, v là lúc người B đến điểm 
hẹn (x.v tính ra phút). Mọi kết cục đồng khả năng là mọi cặp số (X,y) 
với điều kiện 0<x<60.0< y <60. Tập hợp này có thể biểu diễn hình 
học bởi hình vuông ÔIKM (hình 3). 
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y 
(phú) 


y=x +20 20 


| 
| 20 40 60 x (phút) 
-20 | Ỷá l 
Hình 2 
Các kết cục thuận lợi cho hai người gặp nhau là cặp số (x,y) sao cho: 
|x-y|<20 


Trên hình vẽ tập hợp các cặp số này ứng với miền con của hình 
vuông gồm giữa các đường thẳng y=x+20 và y=x-20 (phần gạch gạch 
trong hình 2). Gọi C là biến cố hai người gặp được nhau. Khi đó P(C) 
tính theo công thức (4) bằng: 

diện tích OQ,Q;KQ;@,O _ 60”-40” _ 5 


PC ——— sẽ... 
(Ó) điện tích (OIKMO) 60? 9 


1.3. MỐI QUAN HỆ VÀ CÁC PHÉP TÍNH GIỮA CÁC BIẾN CỐ 

Trong thực tế ta thường gặp các loại biến cố phức tạp do vậy việc 
tính trực tiếp xác suất của chúng đôi khi gặp khó khăn. Lúc đó, người 
ta có thể tính gián tiếp xác suất của chúng thông qua các mối quan hệ 
giữa các biến cố và các phép tính giữa chúng. 
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1.3.1. Mối quan hệ giữa các biến cố 

a) Ta gọi biến cố A kéo theo biến cố B, nếu A xuất hiện thì nhất 
thiết B cũng xuất hiện. Ta ký hiệu Ac B. 

Nếu biến cố A kéo theo biển cố B và ngược lại biến cố B cũng kéo 
theo biến cố A thì ta có A và B là hai biến cố tương đương. Ta ký hiệu 
A=B. 

b) Biến cố A và biến cố B được gọi là xung khắc nếu chúng không 
cùng xuất hiện trong một phé› thử. 

Trường hợp không xung khắc thì ngược lại. 

e) Cho biến cố A thì biến cố không xuất hiện A được gọi là biến cố 
dối lập với biến cố A. Ta ký hiệu A. 

1.3.2. Các phép tính giữa các biến cố 

a) Tổng của hai biến cố A và B là một biến cố xảy ra khi có ít nhất 
một trong hai biến cố A, B xảy ra (hoặc A xảy ra hoặc B xảy ra). Ta ký 
hiệu (A+B). 

Ví dụ: Trong một hộp phấn đựng một số viên phấn đỏ, một số viên 
phấn xanh và một số viên phấn trắng. Rút hú họa một viên phấn. Khi 
đó. biển cố rút được viên phấn màu là biên cố tổng của hai biến cố: 
biến cố rút được viên phấn đỏ và biến cố rút được viên phấn xanh. 

b) Tích của hai biến cố A và B là một biến cố xảy ra khi và chỉ khi 
cả hai biến cố A và B cùng xảy ra. Ta ký hiệu (A.B). 

Ví dụ: Có hai xạ thủ, mỗi người bắn 1 phát và bắn vào cùng một 
bia. Khi đó biến cố bia bị bắn trúng đúng hai lần là biến cố tích của 
hai biến cố: biến cố người thứ nhất bắn trúng bia và biến cố người thứ 
hai bắn trúng bỉa. 
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1.4. XÁC SUẤT CỦA TỔNG HAI BIẾN CỐ XUNG KHẮC 


Ta thiết lập công thức cho phép tính xác suất của tổng hai biến cõ 
xung khắc theo xác suất của các biến cố thành phần. 

Định lý: Nếu A, B là hai biến cố xung khắc thì ta có: 

P(A+B)=P(A)+P(B) (5) 

Ta chứng minh định lý cho trường hợp các biến cố mà xác suất 
của chúng thoả mãn định nghĩa cổ diển. Giả sử số kết cục đồng khả 
năng của phép thử là n, trong đó có m, kết cục thích hợp (thuận lợi) 
cho A và m, kết cục thích hợp (thuận lợi) cho B. Theo giả thiết vì A, B 
xung khắc nên số kết cục thích hợp (thuận lợi) cho biến cố tổng (A+B) 
sẽ là (m,+m,). Do đó ta có xác suất tính theo định nghĩa cổ điển: 


mị +m, mì m., 
——=.-.—--+—= 


P(A+B)= =P(A)+ P(B) (6) 


n n 
Hệ quá: Nếu A và A. là hai biến cố đối lập, thì ta có: 
P(A)=1- P(A) Œ) 
"Thực vậy, theo giả thiết: A+ A =U (hiến cố chắc chắn) và A. A =V 
(biến cố không thể có), nên theo định nghĩa A, A là biến cố xung khắc 
và ta có thể áp dụng định lý về xác suất của tổng hai biến cố xung 
khắc cho A và A: 
P(A +A)=P(A)+P(A) (8) 
mặt khác, ta lại có: 
P(A+ A)=P(U) =1 (9) 
vậy, từ (8) và (9) suy ra: 
P(A)+ P(A) =1 
hay: P(Ä)=1- P(A) 


Công thức (7) cho phép chuyển việc tính xác suất P(A) qua việc 
tính xác suất P(A ) và trong nhiều trường hợp đưa tới kết quả nhanh 
hơn. Ngoài ra, công thức (5) có thể mở rộng cho một số hữu hạn các 
biến cố xung khắc từng đôi một, nghĩa là nếu A;, A;,..., A, là các biến 
cố xung khắc từng đôi một, thì ta có: 

P(A,+ A;+.. .+ A/)= P(A,)+P(A;)+... +P(A,) 

Ví dụ 1: Trong một hộp phấn có 5 viên phấn xanh, 4 viên phấn đỏ 
và 11 viên phấn trắng. Rút hú họa một viên phấn. Hãy tính xác suất: 

a) Rút ra được viên phấn màu. 

b) Rút ra được viên phấn trắng. 

Giải: a) Tính xác suất rút ra được viên phấn màu. Gọi A là biến cố 
rút ra được viên phấn đỏ, B là biến cố rút ra được viên phấn xanh. Rõ 
ràng các biếu cố A, B là xung khắc và nếu gọi C là biến cố rút ra 
được viên phấn màu, thì C=(A+B). Áp dụng định lý xác suất của 
tổng hai biến cố xung khắc và định nghĩa xác suất theo quan điểm 


cổ điển, ta có: 


P(C) =P(A + B)= P(A)+P(B) = z +20 = so 


b) Tính xác suất rút ra được viên phấn trắng: Nếu C là biến cố rút 
ra được viên phấn màu, thì biến cố rút ra được viên phấn trắng rõ 
ràng là biến cố đối lập của biến cố rút ra được viên phấn màu và sẽ là 
Ở. Áp dụng hệ quả về tính xác suất của biến cố đối lập, ta có: 

FT =L-PIGIslL= set 
2U: 
Ví dụ 2: Một đợt xổ số phát hành N vé, trong đó có M vé có 
_thưởng. Một người mua r vé (với giả thiết r<N-M). Tính xác suất để 
người đó có ít nhất một vé trúng thưởng. 
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Giải: Gọi A là biến cố trong r vé có ít nhất một vé trúng thưởng. 
Thế thì biến cố đối lập A là biến cố cả r vé đều trượt, Trước tiên ta 
tính P(A ). Vì số kết cục thuận lợi cho A. xuất hiện là số tổ hợp ÔN-M› 


còn số kết cục đồng khả năng là số tổ hợp C§:, nên ta có: 


Từ đó suy ra: 
_ẾN-M 
: 


N 


P(A)=1- P(A) =1 


1.5. XÁC SUẤT CÓ ĐIỀU KIỆN - ĐỊNH LÝ NHÂN XÁC SUẤT 


1.5.1. Xác suất có điều kiện - Biến cố phụ thuộc và biến cố 
độc lập 

a) Bài toán dân đến khái niệm 

Trong một hộp phấn có 5 viên phấn xanh và 4 viên phấn đỏ. Lấy 
ra một viên phấn (không hoàn lại), rồi lại lấy ra một viên phấn nữa. 
Gọi A là biến cố để viên phấn thứ nhất có màu đỏ và B là biến cố để 
viên phấn thứ hai có màu xanh. Tìm xác suất để viên thứ hai có màu 
xanh? 

Giai: Có hai khả năng xảy ra. Kha năng thứ nhất là viên phấn 
đầu lấy ra là đỏ, tức biến cố A đã xảy ra. Khi đó xác suất để viên thứ 
hai có màu xanh P(B) = s' Kha năng thứ hai là viên phấn dâu lấy ra 
là xanh, tức biến cố A đã không xảy ra. Khi đó xác suất để viên thứ 


Kết bo SẼ, 4 L đổ o2 `. ^.. 2à) „Ái 
hai có màu xanh P(B) = ` Như vậy, ta nói xác suất biến cố B với giả 


thiết A đã xảy ra là 5/8 và xác suất biến cố B với giả thiết A không xảy 
ra là 4/8. 
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Từ bài toán trên ta có nhận xét: xác suất P(B) ở trên là xác suất 


có điều kiện và hai biến cố A và B là hai biến cố phụ thuộc. 


b) Định nghĩa I 


Xác suất của biến cố B với giả thiết biến cố A đã xảy ra (ký hiệu là 
PA(Œ) ) là tỷ số giữa xác suất của tích hai biến cố A, B với xác suất của 
biến cố A. Ta có: 


P(A.B) 
PA(B)=———— 10 
^t?)= BA) lờ 
và tương tự ta cũng có: 
P(A.B) j 
Pg(A)=———— 11 
n(A) P@®) qäT) 


©) Định nghĩa 2 


Hai biến cố A, B gọi là phụ thuộc nếu sự xảy ra hay không xảy ra 
của một trong hai biến cố ảnh hưởng đến xác suất của biến cố kia, 
nghĩa là: 

P.(B) z PV(B) z P() (19) 
hoặc: 
Pạ(A) # Pạ(A) # P(A) (18) 


d) Định nghĩa 3 


Hai biến cố A, B gọi là độc lập với nhau nếu sự xảy ra hay không 
xảy ra của một trong hai biến cố không ảnh hưởng đến xác suất của 


biến cố kia, nghĩa là: 


Pa(B) = P,(B) = P@Œ) (14) 

hoặc: c~~ -Sie- xi0 Sbci=oder Ai 
{.. Pa(A) = Pạ(A) = P(A) Ì (15) 
| tt. tt: C111? | 17 

số __ L(/955 ị 


1.5.2. Định lý nhân xác suất 
a) Định lý I 


Xác suất của tích hai biến cố phụ thuộc bằng tích của xác suất 
một trong hai biến cố ấy với xác suất của biến cố còn lại với giả thiết 
biến cố kia đã xảy ra, nghĩa là: 


P(A.B) = P(A)P4(B) = P(B)P;(A) (16) 


Công thức (16) suy ra từ công thức (10), (11) trong định nghĩa 1. 


b) Định lý 2 


Xác suất của tích hai biến cố độc lập bằng tích các xác suất của 
chúng, nghĩa là: 
P(A.B) = P(A).P(B) (17) 


Công thức (17) suy ra từ định nghĩa 3 về hai biến cố độc lập (công 
thức (14), (15)) và định lý nhân xác suất. 1 (công thức (16)). Công thức 


(17) cũng được mở rộng đúng đắn cho số biến cố độc lập lớn hơn 2. 


€) Ví dụ I 


Một ngăn hộp đựng 3 linh kiện bán dẫn loại I và 7 linh kiện bán 
dẫn loại II. Một kỹ sư vô tuyến-diện tử lắp máy rút hú họa một linh 
kiện (không hoàn lại) và sau đó rút tiếp một linh kiện thứ hai. Hãy 
tính xác suất để chiếc linh kiện thứ nhất là loại 1 và chiếc linh kiện 
thứ hai là loại 2. 

Giải: Gọi A là biến cố chiếc lĩnh kiện thứ nhất thuộc loại I và B là 
biến cố chiếc linh kiện thứ hai thuộc loại II. Ta cần tính P(A.B): 


ŠY 7 


P(A.B) = P(A).P.(B) =-Š..“ = —— 
HC LẠ NA HINH Sư 


đ) Ví dụ 2 


Một thiết bị điện tử gồm 3 bộ phận, cho biết các bộ phận họat 
động độc lập với nhau. Xác suất để trong khoảng thời gian T' bộ phận 
1, 2, 3 không bị hỏng hóc tương ứng là 0,9; 0,8; 0,7. Tính xác suất có ít 
nhất một trong ba bộ phận không bị hỏng hóc trong vòng thời gian 
trên (biến cố H). 

Giải: Gọi A, B, C tương ứng là biến cố bộ phận I, II, II không bị 
hỏng hóc trong khoảng thời gian T. Theo giả thiết: 

P(A)=0,9 ; P(B) =0,8 ; P(C) =0,7 

Và khi đó xác suất tương ứng để mỗi bộ phận bị hỏng hóc trong 

khoảng thời gian T tương ứng là: : 
P(A)=1- P(A) =1-0,9 = 0,1 


1-0,8 = 0,2 


II 


P(B) =1 - P(B) 
P(C)=1- P(C) = 1-0,7 


lI 
bó 
œ 


Xác suất để cả ba bộ phận đều bị hỏng hóc trong khoảng thời gian 
Tà: 
PA.B.C)= P(A).P@Œ).P(C) =0.1.0.2.0.3 = 0.006 
Biến cố có ít nhất một bộ phận không bị hỏng hóc là biến cố đôi 
lập của biến cố cả ba bộ phận bị hỏng hóc, do đó ta có: 
P(H) =1-P(A.B.C)=1- 0.006 = 0.994 


1.6. XÁC SUẤT CỦA TỔNG HAI BIẾN CỐ KHÔNG XUNG KHẮC 


1.6.1. Định lý - 


Xác suất của tổng hai biến cố không xung khắc bằng tổng các xác 
suất của chúng trừ đi xác suất tích của chúng, nghĩa là: 


P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A.B) (18) 


1Ð 


Chứng mình: Từ khái niệm về mối quan hệ giữa các biến cố và 
phép tính giữa các biến cố, nếu A, B là hai biến cố không xung khắc, 
thì ta có thể viết: 

A+B=A.B + A .B+A.B (19) 

Mặt khác. các biến cố (A. B ), (A .B), (A.B) xung khắc với nhau, 
nên ta có: ‹ 

P(A+B)=P(A. B )+ P(A .B)+P(A.B) (20) 

Cũng suy luận tương tự ta có thể viết: 

A=A. B+A.B 
B=B. A +B.A : 
và cũng do biến cố (A. B ) xung khắc với (A.B); biến cố (B. A) xung 
khác với (B.A), ta lại có: 
P(A)=P(A. B )+P(A.B) (21) 
'P@)=P( A .B)+P(A.B) (22) 

Đặt (21), (22) vào (20), ta có: 

P(A+B)=P(A) - P(A.B) + P(B) - P(A.B) + P(A.B)=P(A) + P(B) - P(A.B) 


Đó chính là công thức (18) cần chứng minh. 


1.6.3. Ví dụ 

Hai xạ thủ, mỗi người bắn một phát vào bia. Xác suất trúng đích 
của người thứ nhất là 0,7 ; của người thứ hai là 0,8. Tính xác suất để 
có ít nhất một phát trúng bìa. 

Giải: Gọi A là biến cố xạ thủ thứ nhất bắn trúng bia; B là biến cố 
xạ thủ thứ hai bắn trúng bia. Ta cần tìm P(A+B). Theo điều kiện của 
bài toán, ta có P(A)=0,7; P(B)=0,8 và hai biến cố A, B là hai biến cố 
không xung khác, độc lập với nhau. Suy ra: 

P(A+B) = P(A) + P(B) - P(A.B) 
P(A.B) = P(A).P(B) 

= _ P(A+B) = P(A) + P(B) - P(A).P(B) = 0,7+0.8 - 0,7.0,8 = 0,94 
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7. ĐỘ TIN CẬY CỦA MỘT HỆ THÔNG THIẾT BỊ 


Để hiểu rõ hơn cách vận dụng các qui tắc tính xác suất đã trình 
»sày ở trên ta đưa thêm một ứng dụng thực tế như sau: 

Giả sử có một hệ thống thiết bị gồm nhiều linh kiện ghép thành. 
”a gọi xác suất để một linh kiện họat động tốt (không có sự cố) trong 
choàng thời gian T (1 giờ, 24 giờ hay một đơn vị thời gian nào đó) là độ 
an cậy của linh kiện ấy. Tương tự ta gọi độ tin cậy của một hệ thống là 
;ác suất để hệ hoat động tốt trong khoảng thời gian ấn định, 

Một vấn đề kỹ thuật đặt ra là: cho biết độ tin cậy của từng linh 
ciện, hãy tính độ tin cậy của hệ thống. 

Lời giải bài toán tùy thuộc vào cách ghép nối các linh kiện: 

~- Nếu tất cả các linh kiện đều mắc nối tiếp (hình 3a) thì điều kiện 
lể hệ thống họat động tốt là mọi linh kiện đều họat động tốt. Gọi p, là 
lộ tin cậy của linh kiện ơ, (=1, 2,..., n). Gia sử các lĩnh kiện họat 
lộng độc lập lẫn nhau, khi đó theo qui tắc nhân xác suất ta có độ tin 
'ây của hệ thống là: 

P(H) = ĐID: - - - Du (23) 

Trường hợp riêng khi các linh kiện ơy...ơ„, cùng loại thì 
9/=...=Ð,=p, do đó P(H) = p°. 

Vì 0< p< I1 (trên thực tế ) nên nếu n lớn thì P(H) sẽ bé, nghĩa là 
khi ghép nối tiếp nhiều linh kiện thì độ tin cậy của của hệ thống giảm 
xuống rõ rệt. Chăng hạn, nếu mỗi linh kiện có độ tin cậy khá cao 
(p=0.99) thì khi ghép nối tiếp 1000 chiếc, độ tin cậy của toàn mạch 
giảm xuống chỉ còn xấp xi 0.00004. 

- Nếu n linh kiện mắc song song thành n nhánh, mỗi nhánh 1 
linh kiện thì điều kiện để hệ thống họat dộng tốt là có ít nhất một linh 


kiện hoat động tốt (hình 3Ù). 
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Để tính độ tin cậy P(H) của hệ thống ta dùng qui tắc tính xác 
suất P(H ) của sự kiện đối lập (H : sự kiện tất cả n nhánh ngừng họat 
động): Ta có: 

P(H)=(1- p,)(1— pạ)...(1— P„) 


Do đó: 
P(H)=1-P(H)=1-(1-p;)(1-ps)...(1-Pạ) (24 


Trường hợp riêng khi các linh kiện cùng loại, ta có: 
PỊ=Pz=...=Pa =p và P(H)=1=(1-p)" =1-dg"” @8) 


trong đó q=1-p. 

Vì trên thực tế 0< q<1 nên nếu n khá lớn thì P(H) sẽ rất gần 1, 
thành thử khi ghép song son: mhiểu linh kiện, độ tin cậy của hệ thống 
sẽ tăng lên rõ rệt. 

- Nếu hệ thống ghép hồn hợp (hình 3c) thì trước tiên ta dùng 
công thức (23) để tính độ tin cậy của mỗi nhánh, sau đó coi mỗi nhánh 
như một linh kiện với độ tin cậy vừa tìm được rồi áp dụng công thức 
(24) để tính P(H). 

Chẳng hạn có tất cả m.n linh kiện cùng loại, mỗi chiếc có độ tin 
cậy p, ghép thành n nhánh, mỗi nhánh gồm m linh kiện thì độ tin cậy 
của toàn hệ thống sẽ là: 

P(H)=1-(1-p")" 


3ì 
m== 
'= 
a, a4; an 
E—šI 
a) M gỳ €) 
Hình 3 


Hệ thöng dự phòng. Để tăng độ tn cậy của hệ thống người ta 
trường ghép song song với hệ thống chính một hoặc nhiều hệ thống dự 
phòng. Có hai cách ghép hệ thống dự phòng: dự phòng toàn bộ và dự 
phòng từng cụm. 

Giá sử có một hệ thống gồm n lĩnh kiện giống nhau dấu nối tiếp. 
Độ tìn cậy của hệ đã cho là p*, trong đó p là độ tín cậy của mỗi linh 
liện. 

Nếu ghép dự phòng thêm một dãy như thế (hình 4a) thì độ tin cậy 
tàn bộ hệ mới sẽ là: 

BH) =1<= q- pm” = 2p be: ph 

Khi n khá lớn P(H) x 3p*, nghĩa là độ tin cậy tăng gần gấp đôi. 

Cũng có thể dự điệu theo r cụm, mỗi cụm gồm s linh kiện 
(1=r.s) (hình 4Ù). Độ tín cậy của toàn hệ mới sẽ là: 

P(H) =[1-(1-p*)“]' = (2p*'-p?? 


St l8 BE) 


a) b) 
Hình 4 


Khi n khá lớn và s khá lớn ta có: 
P(H)x (2p*)ỷ =2? 'p" 


nghĩ: là độ tin cậy tăng gần gấp 2' lần. 

“hông thường với các yêu cầu qui định của kỹ thuật và tùy theo 
đặc tính của từng loại linh kiện, ta có thể bố trí những cụm dự phòng 
với số dãy song song trong từng cụm khác nhau để làm tăng độ tin*cậy 
của hệ thống sao cho giá thành của thiết bị không cao và việc chế I tạo 


không quá phức tạp. 
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Ví dụ: Một hệ thống gồm 40 linh kiện loại A với độ tin cậy mỗi 
chiếc pạ=0,99; 25 linh kiện loại B với độ tin cậy mỗi chiếc pạ=0,9 và 5 
linh kiện loại C với độ tin cậy mỗi chiếc pe=0,75. Giá thành mỗi linh 
kiện loại A, B, C tương ứng là 1, 1, 5 (đơn vị tiền). 

Hãy lập một hệ thống dự phòng toàn bộ, đánh giá độ tin cậy và 
giá thành rồi so sánh với một hệ thống dự phòng từng cụm theo kiểu 
không dùng loại A, lắp thêm một bộ loại B và hai bộ loại C (hình 5). 


A ® 


Hình 5 
Giải: Theo kiểu mắc hệ thống dự phòng toàn bộ thì độ tin cậy của 
toàn hệ mới sẽ là P,=1 - (1 - p)Ý, trong đó p là độ tin cậy của hệ thống 
ban đầu: 
p= (0,99)*°.(0,90)”.(0,75)”. 
Vì p khá bé nên P, x 2p (gấp đôi). 
Giá thành của hệ thống dự phòng sẽ là: 
40.1+25.1+5.5=90 đơn vị 
Bây giò ta đánh giá độ tin cậy theo kiểu thứ hai. Muốn thế đầu 
tiên ta tìm độ tin cậy của mỗi cụm, gọi Pạ, Pg, P„ tương ứng là độ tin 
cậy của cụm loại A, loại B và loại C. Ta có: 
PẠ= (pạ)'° = (0,99); 
Pạ=1~(1~p8 )” =2p§ =pñ ~2pp = 2.(0.9)” 
P =1-(-pễ)' ~x3pệ =3.(0, 75) 
Độ tin cậy của toàn hệ thống mới sẽ là: 


24 


®, = P\Pạl: x(0, 99). 2(0, 90)””3(0, 75)” = 6p 
So với P, ta thấy P, + bì tức độ tin cậy tăng gần gấp 3 lần so 
với kiểu thứ nhất mà giá thành lại hạ hơn vì theo kiểu này hệ dự 


phòng chỉ tốn có 25. 1 +10. 5 = 7õ đơn vị tiền. 


BÀI TẬP CHƯƠNG 1 


Bài 1: Khi nào thì có đẳng thức A + B=A? 

Giải: Đăng thức A + B= A sẽ đúng nếu B kéo theo A (hay việc 
xảy ra B luôn kéo theo xảy ra A). 

Bài 2: Cho sơ đồ mạng điện trên hình 6, gồm 3 bóng đèn. Việc 
mạng mất điện (sự kiện A) chỉ có thể xảy ra do cháy các bóng đèn (ký 
hiệu là các sự kiện A,, A; và A;). Hãy biểu diễn A theo các A,, i=1, 2, 3. 


@—© 


Kì 
Hình 6 

Giải: Biến cố A xảy ra khi xảy ra một trong ba trường hợp: 

a) Cả ba bóng đều cháy; 

b) Cháy hai bóng 1 và 3; 

e) Cháy hai bóng 2 và 3. 

Từ đó ta có: 

AE=AIA,A:+A,A,A3+ A,A¿A¿. 

Có thể dùng tính chất của việc mắc song song và nối tiếp các bóng 

để có một biểu diễn khác như sau: 
A=(A,+A,)A¿. 
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Bài 3: Biến cố A- có ít nhất một trong 4 sản phẩm là phế phẩm; 
B- số phế phẩm không ít hơn 3. Các biến cố sau là gì: 

a) A;: 

b) B; 

c AB? 

Giải: a) Dễ thấy A - không có phế phẩm hay cả 4 sản phẩm đều tốt; 

b) B - hoặc có một phế phẩm hoặc không có phế phẩm: hay B - 
có nhiều nhất một phế phẩm (hoặc có ít nhất ba chính phẩm); 

e) AB - có đúng 1 phế phẩm; 

d) A B=V (không xảy ra). 

Bài 4: Trong 52 quân bài tú lơ khơ, bỏ 20 quân từ bộ 3 đến bộ 6, 
rồi chia đều cho 3 người, mỗi người 10 quân, còn 2 quân giữ lại để rút 
(làm *nọc”). Tính xác suất để 2 quân còn giữ lại để rút là quân “át”. 

Giải: Gọi A là biến cố 2 quân bài còn giữ lại để rút là quân *át”. 
Thế thì số kết cục thuận lợi cho A xuất hiện là số tổ hợp C7, số kết cục 


đồng khả năng xảy ra là số tổ hợp Cj,. Ta có: 


V71 
dầy 496 


Bài ð: Có ð mảnh bìa được đánh số từ 1 đến 5. Chọn hú họa lien 
tiếp ra 3 mảnh và xếp thành một số có 3 chữ số. Tìm xác suất để số dó 
là số chắn. 

Giải: Do ta chọn liên tiếp 3 mảnh không hoàn lại và có để ý đến 
thứ tự nên số cách chọn sẽ chính là số các chỉnh hợp chập 3 đến 5: 

As=5. 4. 3= 60. 

Để có số chăn thì số lấy cuối cùng phải là chăn, tức là hoặc là 2, 
hoặc là 4. Ứng với mỗi số đó ta có số cách lấy ra 9 số trước nó là 
4.3=12. Từ đó số cách chọn ra được số chăn theo yêu cầu là 12.2=24. 
Vậy xác suất cần tìm là 
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Bài 6: Trong hộp bì có 6 viên đỏ và 4 viên trắng cùng kích cỡ. Rút 
hú họa ra 3 viên bị. Tính xác suất để trong đó có: 

a) 9 viên đỏ; 

b) Ít nhất 1 viên đỏ: 

e) Viên thứ 2 màu đỏ. 

Giải: Nếu ta quan tâm đến thứ tự của hai viên bị, số cách rút ra 
2 bi sẽ là Aïo = 10. 9= 90. 

a) Số cách thuận lợi để rút ra 2 bị đỏ trong trường hợp này là 
6.5=30. Từ đó xác suất cần tìm là 30/90=1⁄23. Có thể dùng khái niệm tổ 
hợp để tính xác suất: tống số cách rút ra 3 bi không để ý đến thứ tự là 
Cu, còn số cách thuận lợi rút được Z bị đỏ là “Cš, từ đó tìm ra cùng 
kết quả như trên. 

b) Cách tính trực tiếp phải dùng lại kết quả trên. Ta có thể dễ 
đàng tính xác suất xảy ra biến cố đối lập "không có bì đỏ" hay “cả 9 bì 
trắng” là C‡/ Cƒy=2/5. Từ đó xác suất cần tìm là 1- 3/5 = 3/5. 

e) Gọi A là biến cố bi thứ hai màu đỏ. Số cách thuận lợi cho A bao 
gồm: 6.5 cách đối với trường hợp viên đầu cũng đỏ và 4.6 cách dối với 
trường hợp viên đầu trắng; từ đó xác suất P(A)=(30 + 24)/90=3/5. 

Chú ý nếu theo cách không quan tâm đến thứ tự thì mọi việc đơn 
giản hơn: Á sẽ tương đương với biến cố viên đầu là đỏ, xác suất để rút 
được một viên bï đỏ rất đễ tính là 6/10=3/5. 

Bài 7: Tìm xác suất để khi xếp ngẫu nhiên 5 người quanh 1 chiếc 
bàn tròn 5 ghế thì hai người định trước được ngồi cạnh nhau. 

Giải: Dễ thấy tổng số cách xếp 5 người là số các hoán vị của 5 và 
bằng P;=5!=120. Do vai trò của 5 người như nhau nên không mất tính 
tổng quát ta có thể bắt đầu tính từ bất kỳ người nào, chẳng hạn từ 
một trong hai người định trước. Người thứ nhất trong hai người đó chỉ 
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có 5 cách xếp và để được ngồi cạnh người đó người thứ hai chỉ còn 3 
cách xếp; còn đối với 3 người còn lại có tất cả 3! cách xếp. Tóm lại số 
cách thuận lợi cho biến cố bài ra sẽ là 5.2.3!=60; từ đó xác suất cần tìm 
là 60/120=1/2. 

Bài 8: Trong một buổi liên hoan có 6 cặp nam nữ, trong đó có 3 
cặp là vợ chồng. Chọn hú họa ra 3 người. Tìm các xác suất để trong đó: 

a) Có đúng 1 nam; 

b) Cả 3 đều là nữ; 

e) Không có cặp vợ chồng nào. 

Giải: Tổng số kết cục của phép thử chọn hú họa ra ba người 
chính là ©?, = 220.. 

a) Để chọn được đúng 1 nam (và có nghĩa là 2 người còn lại là nữ ) 
sẽ có C}.C? = 90 cách. Từ đó xác suất cần tìm là 90/220=9/23. 

b) Tương tự số cách chọn được 3 nữ là € ` = 20 và xác suất cần 
tìm là 1/11. 

c) Việc tìm trực tiếp số cách thuận lợi cho A - biến cố không có cặp 
vợ chồng nào trong số 3 người khá phức tạp. Ta tính xác suất của A 
là sự kiện có ít nhất 1 cặp vợ chồng, và vì chỉ có 3 người nên đó chính 
là biến cố có đúng 1 cặp vợ chồng. Cặp vợ chồng đó có 3 cách chọn, còn 
người thứ ba sẽ có 10 cách chọn trong số 10 người còn lại, từ đó: 

P(A)=1- P(A )=1- 3.10/290=19/23. 

Bài 9: Có 10 mảnh bìa được đánh số từ 0 đến 9. Lấy hú họa ra hai 
mảnh bìa và xếp thành một số có 2 chữ số. Tìm xác suất để số đó chia 
hết cho 18. 

Giải: Ký hiệu số xếp được là N=10a + b, trong dó 0<a, b<9. 
Ta thấy N chia hết cho 18 thì phải chăn (b chăn) và chia hết cho 9 
(a+b chia hết cho 9). Dễ thấy tổng số cách chọn ra 9 mảnh bìa và xếp 
thành một số là 10.9 = 90. Số cách chọn thuận lợi cho số N chia hết 
cho 18 là 5 (đó là các số 18, 36, 54, 72 và 90). Từ đó xác suất cần tìm là 
5/90=1/18. 
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Bài 10: Một lõ hàng có n sản phẩm với m phế phẩm. Tìm xác suất 
để khi chọn hú họa ra k sản phẩm thì có đúng I phế phẩm. 

Giải: Số cách chọn ngẫu nhiên ra k sản phẩm từ n sẽ là CF. Số 
cách chọn thuận lợi cho biến cố cần tìm xác suất chính là tích của số 
cách chọn ] phế phẩm từ m với số cách chọn k-l chính phẩm từ n-m 
sản phẩm tốt. Xác suất cần tìm đễ đàng tính được bằng: 

C ˆ C : ~ " 
Về 

Bài I1: Xếp ngầu nhiên 10 khách đi tàu lên 3 toa tầu hoá. Hãy 
tìm các xác suất: 

a) Toa đầu có 3 khách; 

b) Toa đầu có 3 khách và toa thứ hai có 4 khách; 

e) Một toa có 3 khách và một toa khác có 4 khách (toa còn lại tất 
nhiên có 3 khách trong cä hai trường hợp b và e). 

Giải: Mỗi khách có 3 khả năng khác nhau lên các toa tầu, vậy 10 
người sẽ có 3!° cách lên tàu khác nhau (chính là số chỉnh hợp lặp chập 
10 từ 3 phần tử ÄJ" = 3" ), 

a) Để toa đầu có 3 khách sẽ có C7, cách xếp; sau đó 7 khách còn 
lại sẽ có 3” cách xếp lên hai toa còn lại. Từ đó số cách xếp thuận lợi sẽ 
là œÿ, 2” và xác suất cần tìm là: 

Gï.”' _ BIØÔ 
nh 19683 

b) Để toa đầu có 3 khách sẽ có Cỷ, cách xếp, sau đó để toa hai có 
4 khách có €† cách và để toa ba có 3 khách còn lại là G‡. Xác suất cần 
tìm sẽ là: 

C/OgC6m „ ,TMUÙỦ 


“10 


8t — 19683 


c) Dễ thấy số cách thuận lợi cho trường hợp này chính bằng số 
cách thuận lợi cho trường hợp b) nhân 3. Từ đó xác suất cần tìm là: 
29 


80%.0G}GŸ 2800 


g 6561 


Bài 13: Một lóp học có 30 sinh viên trong đó có 5 giỏi, 10 khá và 
10 trung bình, còn lại là học sinh yếu. Chọn hú họa ra 3 người, hãy 
tìm các xác suất: 

a) Cả 3 đều là học sinh yếu; 

b) Có ít nhất một học sinh giỏi. 

Giải: Số cách chọn ra 3 người trong số 30 người dễ thấy là 
Cặa = 4060 

a) Để cả ba đều yếu, có nghĩa là phải chọn được 3 người trong số 5 
học sinh yếu. Số cách chọn đó là Cỷ = 10 và xác suất cần tìm sẽ là: 
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4060 406 


b) Ta tính xác suất của biến cố đối lập: không có học sinh giỏi 
trong số 3 người được chọn ngẫu nhiên đó. Số cách thuận lợi chính là 
số nhóm gồm 3 phần tử từ 25 phần tử (số học sinh không phải là học 
sinh giỏi là 25). Từ đó dễ dàng thấy xác suất cần tìm là: 

_Ấ _ 11ỗ 88 


=1 = 
so 203 ˆ 203 
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Bài 13: Chia thành hai phần bằng nhau 10 viên bi, trong đó có 4 bi đỏ 
và 6 bi xanh. Tìm xác suất để mỗi phần đều cùng số bi đỏ và bi xanh. 

Giải: Số cách chia thành hai phần có số bị như nhau chính là số 
cách chọn ra 5 viên bi từ 10 và đó là C?¿. Để một phần có số viên b¡ đỏ 
và xanh giống phần kia sẽ có Cƒ.Cj cách chia thuận lợi. Từ đó xác 
suất cần tìm là: 

CuỐo - 10 
` 


Bài 14: Đường dây cáp ngầm nối một tổng dài với một trạm dài 1km. 


Tính xác suất của sự kiện dây cáp bị đứt tại nơi cách tổng đài 
không dưới 800m. 
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Giải: Rõ ràng nếu dây cáp đồng chất thì khả năng nó bị đứt tại 
một điểm bất kỳ là như nhau và tập các kết cục đồng khả năng có thể 
biểu thị bằng doạn nối tổng đài với trạm. Các kết cục thuận lợi cho 
biến cố A- chỗ đứt cách tổng đài không dưới 800m được biểu thị bởi 


đoạn có độ dài 300m. Từ đó: 


P2 
P(A)= _ 
1000 5 


Bạn đọc thử tìm xác suất của biến cố trên với giả thiết là càng 
cách xa tổng đài khả năng dây cáp bị đứt càng lón (tức là tỉ lệ thuận 
với khoảng cách từ điểm đứt tới tổng đài). 

Bài 1ã: Cho một đoạn thắng và bẻ gẫy ngẫu nhiên thành 3 đoạn. 
Tìm xác suất để 3 đoạn đó tạo thành dược 1 tam giác. 

Giải: Như bài 13 ta dùng định nghĩa theo hình học. Coi đoạn 
thẳng là 1 đoạn trên trục số từ 0 đến a. Ký hiệu x là tọa độ điểm chia 
thứ nhất và y là tọa độ điểm chia thứ hai thì dễ thấy 0<x<y<a và ba 
đoạn sẽ có các độ dài tương ứng x, y-x và a-y. 

Đặt tương ứng mỗi cách chia với 1 điểm trong hệ toạ độ Đề các 
M(x,y). miền đồng khả năng tương ứng sẽ là tam giác AOB (xem hình 
7). 'Ta cần tìm miền thuận lợi cho sự kiện đầu bài yêu cầu. Muốn tạo 
ra một tam giác thì tổng 9 cạnh phải lớn hơn cạnh còn lại: 


: a 
x+(y-x)>a- Vy nên y> 
x + (a-y) > y-x nên y<x+ ˆ 


5 a 
~X#(a-y)>x nên x< = 


3] 


a|A E B 
a/r2C 
0 a x 
Hình 7 


Từ đó miền thuận lợi cần tìm là tam giác CDE. Do diện tích tam 
giác này bằng 1⁄4 diện tích tam giác AOB nên xác suất cần tìm là 
N3 
Son, .4 

Bài 16: Một tổ có 4 nam và 3 nữ. Chọn liên tiếp ra hai người. Tìm 
xác suất để: 

a) Cả hai là nữ; 

b) Có một nam, một nữ. 

Giải: Đặt A, là biến cố chọn được nữ ở lần ¡, và B, là biến cố chọn 
được nam ở lần ¡, i=l,2. 

a) Gọi A là biến cố chọn được 2 nữ, dễ thấy A = A,.A; và ta có: 

P(A)= P(A¡A¿) = P(A¡)Pa,(A¿) = ¬. 

b) Gọi B là biến cố chọn được một nam, một nữ. Có thể chứng tỏ 
B=A,B, + B,A;. Do các số hạng của tổng xung khắc: 

P(B)= P(A;,B¿)+ P(B,A¿) = P(A, )PẠ, (; )+P(Đ; Đụ, (Azj=< 
_8 SN, 434 


_ 6 Tï 6 7 
Bài 17. Có hai hộp bút: hộp 1 có 2 bút đỏ và 10 xanh; hộp 2 có 8 
đỏ và 4 xanh. Chọn ngẫu nhiên từ mỗi hộp ra một bút, tìm xác suất để 


có 1 bút xanh, 1 bút đỏ. 
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Giải: 'fa gọi .V Tà biến có chọn được bút đó từ hộp thư ¡ và B, là 
biển có chọn được bút xanh từ hộp thử ï E122) Theo đâu bài để khi rúi 
hú họa ra 2 bút có một xanh. một đỏ ta có 3 trưởng hợp: hoặc chọn bút 
xanh từ hộp 1, bút đó từ hộp 2. hoặc ngược lại, từ đó xắc suất cẩn tìm: 

P(A,B, + A,B,) = P(A,B,) + P(A,B,) 
= P(A,)P(B,) + P(A,)P(B,) 
".......Ắ. 
1318 1212 18 
(để ý là A, độc lập với B,. j z ¡. và A,=B,: A¿= B.). 

Bài 18: Một phòng điều trị có 3 bệnh nhân bệnh nặng với xác 
suất cần cấp cứu trong vòng một giờ của các bệnh nhân tương ứng là 
0/7; 0.8 và 0.9. Tìm các xác suất sao cho trong vòng một giờ: 

a) Có hai bệnh nhân cần cấp cứu; 

b) Có ít nhất một bệnh nhân không cần cấp cứu. 

Giải: Đặt A, là biến cố có 3 bệnh nhân cần cấp cứu, đễ thấy có thể 
xavra_ 3 trường hợp khác nhau và: 

A=A)A¿ Ä¿ +Á, Âu A¿+ Ái AjAy, 

Do tính xung khắc của các số hạng và tính độc lập của các A, 
(và À,) nên: 

P(A) = P(A/A,A„) + P(A, Âu Aj) + P(CA,A¿Aj) 

= P(A,)P(A,)P(A„) + P(A,)P(A,)P(A;) + PCA,)P(A,)P(A,) 
= 0,7.0,8.0,1 + 0,7.0,2.0,9 + 0,3.0.8.0,9 = 0,398 

b) Gọi B là biến cố có ít nhất 1 bệnh nhân không cần cấp cứu, dễ 
thấy B là biến cố không có bệnh nhân không cần cấp cứu tức là tất cả 
đều cần cấp cứu. Rõ ràng việc tính P(B) dễ dàng hơn nhiều so với tính 
PB). từ đó: ' 

P(B) =1-P(B)= 1 - P(A¡A;A2) 
= 1-0,7.0,8.0,9 = 0.496. 


Bài 19: Biết xác suất để một học sinh thi đạt yêu cầu ở lần thứ ¡ 
là p, =1,9). Tìm xác suất để học sinh đó đạt yêu cầu trong kỳ thi biết 
rằng mỗi học sinh đatợc phép thì tối đa 2 lần. 

Giải: Gọi A, là biến cố học sinh đó thi đạt ở lần thi thứ ï, còn A là 
biến cố thi đạt yêu cầu của kỳ thi. Dễ dàng thấy A=A,+ Ä, A¿. 

Dùng các công thức cộng và nhân xác suất có để ý đến tính độc 
lập và xung khắc, ta có: 


P(A) = P(A,+ A, A¿) = P(A,) +P(A, A,) = P(A,) +P(A, )P(A,) = 


= pi†(1-PI)P¿. 

Bài 20: Một lô hàng gồm 100 sản phẩm, trong đó có 5 phế phẩm. 
Lô hàng được chấp nhận nếu chọn hú họa ra 50 sản phẩm để kiểm tra 
thì số phế phẩm không quá 1. Tìm xác suất để lô hàng được chấp 
nhận. 

Giải: Gọi A là biến cố lô hàng được chấp nhận, A, - trong số 50 
sản phẩm chọn ra có ¡ phế phẩm (i=0,1), từ đó A=A,+A,. Do A¿ và A, 
xung khắc nên: 


50 1 
Cũ + Cz - Cụa 


P(A)= P(As)+P(Ai)= s 
: “Xe. 3 


Bài 21: Chọn hú họa ra một quân cờ tướng từ một bộ cờ gồm 32 
đuân. Gọi A là biến cố rút được quân tướng, còn B là biến cố rút ra 
quân cờ đen. Hỏi A và B có độc lập không? 

Giải: Chú ý bộ cờ tướng có 32 quân gồm 16 quân đen, 16 quân 
trắng, trong đó có 2 tướng (den và trắng). Dễ thấy: 

2) 1 16 1 


POWI E5  # vòi P(Œ) = ST“ - 
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Mặt khác biến cố rút được một con tướng đen sẽ là AB và 


P(AB)= 3: BÉA )›P(B) nên A và B là các biến cố độc lập. 


32 
Bài 39: Xác suất để một thiết bị bị trục trặc trong một ngày làm 
việc là œ=0,01. Tìm xác suất để trong vòng 5 ngày máy làm việc tối. 
Giải: Ta coi thiết bị làm việc trong ngày này độc lập so với ngày 
khác, như vậy xác suất để nó làm được tốt trong 5 ngày sẽ bằng tích 
xác suất làm việc tốt trong từng ngày, từ đó xác suất cần tìm là: 
(1~ œ)`=(1-0,01)” x 1- 5œ = 0,95 


(do ơ rất bé). 
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Chương 2 


CÔNG THỨC XÁC SUẤT TOÀN PHẦN VÀ 
CÔNG THỨC BÂYÉT. DÃY PHÉP THỬ ĐỘC LẬP 


2.1. CÔNG THỨC XÁC SUẤT TOÀN PHẦN 


Một hệ quả quan trọng của định lý cộng xác suất và định lý nhân 
xác suất là công thức xác suất toàn phần (hay công thức xác suất đầy đủ). 


2.1.1. Nhóm đầy đủ các biến cố xung khắc 

a) Định nghĩa: 

Các biến cố A¿, A;,..., A„ được gọi là hợp thành một nhóm đầy đủ 
các biến cố xung khắc nếu chúng xung khắc từng đôi một và nhất thiết., 
một trong chúng xảy ra khi thực hiện phép thử, nghĩa là : 

A; A; = V @iến cố không thể có) 
với 1 # j và i,j =1,9,...n 


Ai+ A;z+...+ A,=U (biến cố chắc chắn) 


b) Ví dụ: 


Gọi A, (=1, 2, 3, 4, 5, 6) là biến cố xuất hiện mặt ¡ chấm trong 
phép thử gieo một con xúc xắc. Khi đó, các biến cố A, hợp thành một 
nhóm đầy đủ các biến cố xung khắc. Thực vậy, khi gieo một con xúc 
xắc ta thấy không cùng xảy ra mặt 1 chấm và mặt 2 chấm, mặt I1 
chấm và mặt 3 chấm,..., nghĩa là chúng xung khắc từng đôi một và 
ngoài ra ta cùng thấy nhất thiết mặt có 1 chấm hoặc mặt có 2 chấm 
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hoặc mặt có 3 chấm..... xuất hiện, nghĩa là nhất thiết một trong chúng 
xaivra. 


2.1.2. Lập công thức 


Giả sử Ai, A2... AI, là một nhóm đây dủ các biến cố xung khắc 
và B là một biến cố bất kỷ nào đó khác cơ chế xảy ra và luôn xây ra 
cùng với A, trong một phép thử (=1, 2,..., n). Cho biết xác suất P(A) 
và Pụ (R). Hãy tính xác suất của biển cố B theo PG\) và D, (B). Ta 
tìm công thức tính xác suất P(B) như sau: 

Theo giả thiết, rõ ràng ta có: 


B=A,B+tA;B+...+A,B (1) 


(bạn đọc có thể hình dung trực quan bởi hình 8). 
Vì các biến cố A, xung khắc nên các biến cố A,B (i=1. 3,.... n) cũng 


xung khắc, do đó theo qui tắc cộng xác suất ta có : 


P(®) = Ÿ`P(A,B) 0) 


I=l 


Hình:8 
tflơn nữa theo định lý nhân xác suất: 
P(A,B)= P(A,)P, (B) (3) 
Thành thử: 
P(B)= 3 _P(A,)P, (B) : (4) 
=¡) 


Công thức (4) cho phép tính xác suất của B theo các xác suất 
P(A, và các xác suất có điều kiện Đụ (B) (=1, 2,..., n). Đó cũng là 


công thức xác suất toàn phần. 


2.1.3. Các ví dụ áp dụng công thức xác suất toàn phần 


Ví dụ 1: Một nhà máy sản suất bóng đèn gồm 3 phân xưởng: phân 
xưởng 1 sản xuất 50%, phân xưởng II sản suất 20%, phân xưởng III 
sản suất 30% tổng số bóng đèn của toàn nhà máy. Tỷ lệ phế phẩm 
tương ứng của các phân xưởng là 2%; 3% và 4%. Hãy tính tỷ lệ phế 
phẩm chung của toàn nhà máy. 

Giải: Tỷ lệ phế phẩm cần tìm chính là xác suất để một bóng đèn 
chọn hú họa từ kho sản phẩm của nhà máy là phế phẩm. 

Gọi A, (=1, 2, 3) là biến cố đèn chọn ra thuộc phân xưởng ¡ (=l1, II, II). 

Gọi B là biến cố bóng đèn chọn ra là phế phẩm. 

Rõ ràng các biến cố A, (=1, 2, 3) hợp thành nhóm đầy đủ các biến 
cố. Theo giả thiết ta có: 

P(A,) =0,5; P(A,) = 0,2; P(A;) = 0,3; 
P„,(B)= 0,02 :Pạ,(B).= 0,03 : PA,(B)= 0,04. 


Do đó: 
P(B) = P(A¡).Pa,(B) + P(A;).P,(B) + P(A;).Pạ,(B) 


= 0,5.0,02 + 0,2.0,08 +-0,3.0,04 = 0,028 = 2,8% 

Ví dụ 2: Cho biết xác suất để trong khoảng thời gian t có k lần 
gọi đến một tổng đài điện thoại là P,Œ). Giả sử rằng biến cố k lần 
gọi trong khoảng thời gian này và biến cố f lần gọi trong khoảng 
thời gian khác không giao với khoảng trên là các biến cố độc lập với 
mọi k, í bất kỳ. 

Hãy tính xác suất P„(n) của biến cố: trong thời gian 9t có n lần gọi. 

Giải: Gọi B là biến cố có n lần gọi trong khoảng thời gian 9t. Gọi 
A, là biến cố có k lần gọi trong nửa khoảng đầu của khoảng thời gian 
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9L này : P(A/)= P,(R) (k=0. 1, 2,...,. n). Rõ ràng để biến cố xuất hiện với 
điểu kiện trong nứa khoảng thời gian đầu A¿ đã xảy ra là trong nửa 
khoảng thời gian còn lại phải xuất hiện n=k lần gọi. Do đó 

P\,(B)= P.(n- k) 


Áp dụng công thức xác suất toàn phần ta có: 


P() = P„,(n) = 3` P,(k)P,(n =k) 


k=U 


2.2. CÔNG THỨC BÂYÉT 


2.2.1. Lập công thức 


Với cùng các giả thiết như khi thiết lập công thức xác suất toàn 
phản trong mục 9.1 và ta nêu thêm một điều kiện mới: phép thử được 
thực hiện và kết quả là biến cố xảy ra. Vì các A, (i = 1, 2...., n) hợp 
thành nhóm đầy đủ nên cùng với B xuất hiện thì biến cố A, nào đó xảy 
ra (và chỉ một). Thử hỏi khi B xuất hiện thì biến cố nào trong số các 
biến cố A, có nhiều khả năng xuất hiện hơn cả ? Giải đáp câu hỏi này 
có nghĩa là cần tính các xác suất có điều kiện P„(A,) =1, 2,..., n). 

Theo qui tắc nhân xác suất ta có: 

P(B)-P;(A,)= P(A,)-PẠ,(B) (5) 


Suy ra: 
P(A,)-P (B) 
P(B) 


Pụ,(A i )= (6) 
Thay P(B) bởi công thức (4) trong 2.1 ta được: 


P(A,):P¿ (B) 
Pp(A¡)= ——— @) 


3. P(A,) P..(B) 


' 1 
Công thức (7) gọi là công thức Bâyét. 
Các xác suất P„(A,) thường được gọi là các xác suất hậu nghiệm 
để phân biệt với các xức suất tiền nghiệm P(A,). 
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2.2.2. Các ví dụ áp dụng công thức Bâyét 


Ví dụ 1: Một thiết bị gồm 3 loại lĩnh kiện: loại I chiếm 35%, loại 
[I chiếm 25%, loại III chiếm 40% tổng số linh kiện của toàn thiết bị. 
Xác suất hư hỏng sau khoảng thời gian công tác nào đó của các loại 
tương ứng là: 15%, 25% và 51%. 

Máy đang hoạt động bỗng bị hỏng, hãy tính xác suất để từng loại 
linh kiện bị hỏng (giả thiết các loại linh kiện không cùng hỏng đồng thời). 

Giai: Gọi B là biến cố thiết bị ngừng hoạt động. Ta phải tính các 
xác suất P„(A,) tức là xác suất để có sự cố ở linh kiện loại ¡ 0á=I, H, II). 


Theo công thức (7) ta có: 


B/A)= 0.350 15 — B95 91, 
B1 0850 15+0 2ã0 95+0 40005 1550 69 
. Ã... 
Fh(A2)= Đh(Àa)=e + 


Việc tính các xác suất này có ý nghĩa thực tiễn trong việc sử dụng 
và thiết kế: tuy số linh kiện loại II chỉ chiếm số ít trong tổng số linh 
kiện của máy nhưng vì chúng hay hỏng nên khi thấy máy hỏng thì 
trước tiên nên kiểm tra các linh kiện loại II, do vậy khi lắp máy nên bố 
trí các lĩnh kiện loại này ở vị trí đễ tháo lắp nhất. 

Ví dụ 3: Có một hệ thống truyền tin như ở hình 9. Tại máy phát 
có thể xảy ra một trong hai biến cố: phát tín hiệu (biến cố B) và không 
phát tín hiệu (biến cố B). Tại máy thu cũng có thể xảy ra một trong 
hai biến cố: nhận được tín hiệu (biến cố A) và không nhận được tín 
hiệu (biến cố A). Vì ảnh hưởng can nhiễu của tạp âm lên kênh truyền 
tin nên có thể xảy ra hiện tượng ở máy phát có tín hiệu phát đi mà 
máy thu không nhận được hoặc ngược lại máy phát không phát mà 


máy thu vẫn nhận được tín hiệu (tín hiệu giả do tạp âm gây ra). 
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Máy phát Kênh Ló sót vở Máy thu 
= =. truyền hình 


ˆ 


Hình 9 


Để xác định độ tín cậy của hệ thống truyền tín. cần tính các xác 
suất P.@) và P(B)(xác suất để thật sự có tín hiệu phát đi khi ở máy 
thu nhận được tín hiệu và xác suất để thật sự không có tín hiệu phát 
di khi máy thu không nhận được tín hiệu). 

Gia sử đã biết các xác suất PŒ). P,@. Pu,(AÀ). Khi đó theo công 


thức Bäyét ta có: 


ñi812——— : 
¬ P(B)-Pg(A)+ PCB)-P,, (CA) 
I b 
P.i<<= P(B)-P, (A ) “ 
& P(B)-P,(A)+ P(B)-Pp(A) 


NI: 5 3 3 l 
Ấp dụng bằng số: với P(B) = `. P8), Eh(A)==, BÀ) = z. 
8 8 h] E 


Ta tính ra: 


“= 


P.(B)= 


¬ 
P.(B)=—: 
h) D) 


2.3. CÔNG THỨC BÉC-NU-LI CHO DÃY PHÉP THỬ ĐỘC LẬP 
2.3.1. Lập công thức 


Trong thực tế ta thường gặp những phép thử phức hợp tạo thành 
tử những phép thử như nhau lặp đi lặp lại, và ta phải tính xác suất 
của các kết cục khác nhau của phép thử này. 

Ta nói rằng các phép thử là độc lập nếu xác suất của một kết cục 
bất kỳ của môi phép thử không phụ thuộc vào kết cục của các phép 
thử khác. 
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Bài toán đặt ra như sau: Giả sử tiến hành n phép thử lặp đi lặp 
lại trong cùng những điều kiện như nhau, mỗi phép thử có hai kết cục 
A và Ã. Xác suất xuất hiện sự kiện A ở mỗi phép thử đều bằng p 
(không phụ thuộc chỉ số phép thử). Hãy tính xác suất sao cho khi thực 
hiện n phép thử như vậy sự kiện A xuất hiện k lần (k=0, 1, 9,.... n). 

Nhà toán học Thụy Sï I-a-cốp Béc-nu-li đã giải được bài toán 
trên từ thế kỷ 17. 

Trước hết chú ý rằng vì Ã là sự kiện đối lập của A nên xác suất xuất 
hiện sự kiện Ä trong mỗi phép thử là P(Ã)= 1 - p = q (đặt q= 1 - p). 

Ký hiệu P,„Œ) là xác suất để trong n phép thử độc lập, sự kiện A 
xuất hiện k lần (xác suất của sự kiện B). Sự kiện B có thể thực hiện 
theo nhiều cách khác nhau: hoặc trong k phép thử đầu A xuất hiện và 
n - k phép thử còn lại Ã xuất hiện (ký hiệu A¡A¿....A, Ãk¿n.... Ẩn),..., 
hoặc trong n - k phép thử đầu Ã xuất hiện và k phép thử còn lại Ã 
xuất hiện. Mỗi cách này ứng với việc chọn ra k phép thử từ n phép thử 
` đã cho, vì vậy có tất cả CR (số tổ hợp) cách. Theo giả thiết các phép 
thử là độc lập và xác suất xuất hiện sự kiện A không đổi nên ta có: 

P(A,A; ... A, Âu --Ấy)=P-P...p: q...q =q$q** 
kiên tkỆ Mũ 

Đó cũng là xác suất của mỗi một trong CR cách trên. Các cách đó 
rõ ràng xung khắc với nhau nên theo định lý cộng xác suất ta có: 

P(B)= P,(k)= CRpEa" ® 


Đây là công thức Béc-nu-]i. 


2.3.2. Các ví dụ áp dụng công thức Béc-nu-li 


Ví dụ 1: Xác suất tiêu thụ điện năng trong mỗi ngày không vượt 
mức quy định tại một xí nghiệp là p=0,75. Tính xác suất sao cho trong 
6 ngày liên tiếp có 4 ngày lượng điện năng tiêu thụ không vượt mức 
quy định. 

Giải: Ta có n=6, k=z4, p= P(A) =0,75, q=0,9ã. 
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Xác suất phai tìm là: 
P„(4)= C¿(0. 7ã)!.(0. 95)” =0. 30. 

Ví dụ 2: Một gia đình có 10 người con. Coi xác suất sinh con trai 
bằng xác suất sinh con gái. hãy tính xác suất để trong gia đình đó có: 

a) 5 con trai. 

b) Số con trai không dưới 3 và không quá 8. 

Giải: Gọi p là xác suất sinh con trai, thì p =1\V2 và xác suất sinh 
con gái q= I-p =1\3. 

a) Xác suất để gia đình có 5 con trai được tính theo công thức Béc- 


nu-h (1): 
. xỗ vỗ, TU 5 ¬ã 63 
Pịo (5) = Củp”?q!" }= Cụ() "Ÿ 
b) Gọi A là biến cố gia đình đó có số con trai dưới 3 (không, một, 
hai con trai) và quá 8 (9, 10 con trai). Khi đó: 


10 10 0}_ G7 


PA) = |Cfup°a'? + Clup'a” r©šip3n*]- kya' + Clp "q°Ì= 
1021 
Khi đó là Ã biến cố gia đình đó có số con trai không dưới 3 và 
không quá 8, ta có: 


P(A)=1-P(A)<1~-—= 


2.4. CÁC ĐỊNH LÝ GIỚI HẠN MOA-VƠ-RƠ LAPLAT 


2.4.1. Định lý 1 


Nếu trong mỗi phép thử độc lập sự kiện A xuất hiện với xác suất, 
p (0Sp<1) thì khi n — x ta có: 


(k-np)” 


lim|P,(k)~-=S-=e #9 |>~0 (8) 
øe v2mnpq 
L 


Điều đó có nghĩa là với n khá lớn thì: 


] 
P,(k)s £=== (J(Xụ) (9) 


vnpq 
. 
trong đó @(xụ) là giá trị của hàm số Gauxơ @(x)= --e “ tại trị số 
v2m 
`... k-np 
của đổi số x = Xạ =———~. 
vnpq 


Hàm số o(x) đã được lập bảng (xem bảng [ ở cuối sách) ứng với 
các trị của đối số từ x=0 đến x=3,9. Khi x>3.9 hàm này có giá trị rất 
gần 0 và giảm rất chậm do đó có thể lấy (3,9) làm giá trị của @(x) tại 
mọi x>3,9. 

Để tính trị số của @() tại x<0 ta chú ý rằng 0(x) là hàm số chăn 
0(X) = 0X). 

Đồ thị của @(x) có dạng hình chuông và thường được gọi là đường 


cong Gauxơ (hình 10). 


@(x) 


Hình 10 


Ví dụ 1: Tính xác suất để trong dãy gồm 400 phép thử độc lập, sự 
kiện A xuất hiện 80 lần, nếu mỗi phép thử sự kiện A xuất hiện với xác 
suất p= 0,3. 

Giải: Ta có n=400; k=80:p=0,9; q=0.8. 
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Pu (80) = = 
100 .0,2.0.8 


v 
‹ 8U ~ 100.0). 

trong đó: u®= k—np = 
vnDq v100.0.3.0.8 


(tụy) 


"ra bang ta có ð(X/) =@(0) s 03980: do đó: 


l - 
Pu„(80)x- - 0, 3989 x 0, 05, 


là) 


2.4.2. Định lý 2 


Với các điều kiện như ở định lý 1 ta có: 


I gi 

Xe { | 

- | 
Tim| P.Œkzky)—== Ƒ za|=0 (10) 

De) v3“ | 

L k) 
trong đó: Xị = sp (=1, 3) 
vnpq 


Điều đó có nghĩa là với n khá lớn ta có công thức xấp xỉ: 


%. { 
Pu(ktls + ƒE ?dt=®G,)- 00) a1) 
VĂN 
trong đó ®(x) là hàm số Laplát: 
1 x 1 
®(x)=- — [e #dt (19) 
v3m 


ũ 

Để tính gần đúng xác suất P,(k,; k,) theo công thức (11) người ta 
đã lập bảng giá trị của làm ¿(x) ứng với phạm vì biến thiên của x từ 0 
đến 5 cách nhau một phần mười đơn vị (xem bảng II cuối sách ). Để 
tính giá trị của @(x) khi x<0 ta chú ý tính chất lẻ của $: $(-x) = -‡#(X). 
Còn với x>5 hàm ¿(x) tăng rất chậm nên có thể lấy $(5) làm giá trị 
của hàm tại mỗi x>5. Đồ thị của $(x) cổ dạng như hình 11. 
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Hình 11 


Các công thức xấp xỉ (10) và (11) sẽ cho kết quả càng chính xác 
khi n càng lớn và p càng gần 1⁄2. Khi p quá bé hoặc quá lớn thì sai số 
mắc phải sẽ lớn. 

Các định lý trên được Moavơrơ xây dựng năm 1730 cho trường 
hợp riêng p=q=1⁄2, và đến năm 1883 được Laplat tổng quát hoá với p 
_ có trị số bất kỳ (0< p< 1). Đó là trường hợp riêng của một định lý tổng 
quát được gọi là định lý giới hạn trung tâm trong lý thuyết xác suất. 

Ví dụ 2: Xác suất bắn trúng đích của một xạ thủ là p=0,75. Tính 
xác suất để với 100 phát có 81 phát trúng đích trở lên. 

Giai: Theo (11) ta có: 

Pioo(81;100) ~ $(x;)— $ŒXị) 


trong đó: 
= B 
"-..1. 
vV100.0,75 .0,25 
= 100 - 100.075 ñ/T7 


v100 .0,75 .0,25 
Tra bảng ta có: $(1,38) = 0,4162 
$(5.77)= ¿(5)= 0.5000 


Vậy Pea(81; 100) = $(5,77) - ÿ(1,38) 


= 0,5000 - 0.4162 - 0,0838 
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2.5. ĐỊNH LÝ GIỚI HẠN POÁTXÔNG 


Như đã nói trên công thức Bécnuli chỉ áp dụng trên thực tế khi số 
phép thử tương đối bé. Trường hợp n lớn và p không quá gần 0 hay 1 
ta dùng các công thức xấp xỉ (9) và (11) trong 2.4 để tính P,(k) và 
P,(k,; k;). Trong trường hợp p quá gần 0 hoặc 1 thì việc dùng các công 
thức đó sẽ dẫn tới sai số đáng kể. Trong trường hợp n rất lớn và p rất 
bé ta tính P,(k) nhờ định lý: Định lý Poátxông 


2.5.1. Định lý Poátxông 

Giả sử tiến hành n phép thử độc lập, mỗi phép thử sự kiện A xuất 
hiện với xác suất P(A) = p. 

Nếu khin-> œ mà p ->0 sao cho np = ^ = const thì ta có: 


c” 
kl 


lim P,(k) =e (13) 


Chứng mình: Theo công thức Bécnull : 
P,(9=(kp*gt=t „ Hữu Đứn~9)..ÔA —k†1) hai _ pa<k 


kl 
Theo giả tiẾi p=Š „ do đó: 
n 
k n=k 
P.® ¬ -_ 
)ÙU) kl n % n 


-ñt-skt-z)---(-%59)|Á:-3} 


Chuyển qua giới hạn khi n-› œ ta được (k cố định): 


* ẬÑ?* WgzẺ 
n P?.(X)===h 1—= = 
lim P2) krlim | ) Kĩ 


Từ công thức (13) ta có công thức xấp xỉ sau đây (n lón, p bé và np=). 


P,(Œ)~e ®— 4) 
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Vì cac sự kiện có xác suất bé sẽ rất ít khả năng xảy ra nên định ly 
Poátxông thường được gọi là định luật về các sự kiện hiếm hoi. 

Chú thích: Trong trường hợp p rất gần 1 thì P(A)=1-p sẽ rất gần 
0 do đó để tính P,(k) ta có thể chuyển sang tính xác suất sao cho trong 
n phép thử A_ xảy ra n-k lần. 

Để tiện cho áp dụng, trong các sách về lý thuyết xác suất người ta 


3k 
Š 3z : lô 2 0m. sá Ề SA ¿ dốt 3> ` Ta" 
thường tính sẵn giá trị của hàm e ñ k ứng VỚI các cặp tTỊ số của 2 và 
s : sẽ sa 8 NẼ cự ĐÀ đã 
k, cũng như bảng giá trị Se ^^ đê tính các xác suất P,(k,;k;) (xem 
N ¬ 
k:0 


bảng 3 và 4 phần phụ lục). 


2.5.2. Ví dụ 

Một nữ công nhân đứng máy xe sợi gồm 800 ống sợi, xác suất đứt 
sợi ở mỗi ống trong một giờ là 0,005. Tính xác suất của các sự kiện: 

a) Trong vòng 1 giờ có 3 ống bị đứt sợi; 

b) Trong vòng 1 giờ có không quá 10 ống bị đứt sợi. 

Giải: Ở đây n = 800; p = 0,005; À = np = 4. 


Theo công thức (14), ta có: 
Ị 


3—~ 
a) Pạoo (3) = “ =0,1954 (tra bảng 3) 


10 
b) Paoo(0;10) = 3` Paoo(k) =0,99716 (tra bảng 4). 


k=0 


2.6. SỐ LẦN XUẤT HIỆN CHẮC NHẤT 


Trị số của xác suất P,(k) nói chung phụ thuộc vào k (với n cỡ 
định). Ta muốn tìm trị số k = kẹ sao cho P,(Œạ) đạt giá trị lớn nhất . Số 
kẹ được gọi là số lần xuất hiện chắc nhất của sự kiện A trong dãy n 
phép thử đã cho. 


48 


Dĩ nhiên có thể thu được lời giải bằng cách tính tất eá các trị số 
của P„{) ứng lần lượt với k = 0, 1, 2,.... n, nhưng cách làm “thủ công” 
đó tốn rất nhiều thời gian và không tổng quát. Vì vậy điều hợp lý là ta 
sẽ xem P,(k) như là hàm của đối số tự nhiên k, xét dáng điệu biến 
thiên của P„(k) theo k rồi từ đó tìm ra kạ. 

Nhằm mục đích này ta lập tỷ số: 

P„(k + l) _ GP tan s9 


BƠ TÊN. 
` n! kln-k)!'p n-k p 
(k+l)!(n-k-1)! nl q k+l q 


Từ đó suy ra rằng P,(Œ+1) > P„(k) khi (n - k)p > (k#+1)q tức là khi 
k< np - q; P,Œ+1) = P,(Œ), khi k = np - q và cuối cùng: P,(k+1) < 
P,@), khi k > np - q. 

Ta thấy khi k tăng từ 0 đến n, hàm P,() thoạt tiên tăng, sau đó 
đạt cực đại rồi giảm dần. 

Nếu np - q là số nguyên thì P,„(Œ) đạt cực đại tại 2 giá trị của k là: 
kạ = np - q và kẹ+ 1 = np - q+ 1=np +p =(n+ l)p. 

Còn nếu np - q không nguyên thì P„(k) đạt cực đại tại k = kạ với 
kẹ là số nguyên bé nhất lớn hơn np-q nghĩa là phần nguyên của số 
np—-q+1l=np+p=p(n+1). l 

Đặc biệt nếu np—q<0 thì theo trên P,(Œ) sẽ luôn luôn giảm: 
P,(0) > P,(1) > --: > P,(n), còn nếu np - q =0 thì: 

Pì()= PI@)> P.0) >....2> Pin). 

Số kụ được gọi là số lần xuất hiện chắc nhất hay trị số chắc nhất 
của k. 

Ví dụ: Giả sử n = 50, p = 1/3. 

Ta có: 

30 _2_48_ 
8-3 1ˆ 


np—q= 16 
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Vì np - q= 16 là số nguyên không âm, vậy có hai giá trị chắc nhất 
là 16 và 17, tại đây xác suất P;s(k) đạt giá trị cực đại: 
P¿s(16) = P„s(17) = 0.1178 


2.7. ĐỊNH LÝ TỔNG QUÁT VỀ CÁC PHÉP THỬ LẶP 


Công thức Bécnuli cho ta tính xác suất P„Œ) với giả thiết xác 
suất của sự kiện trong mỗi phép thử đều bằng p. Trong trường hợp đó 
các phép thử được lặp đi lặp lại dưới cùng bộ điều kiện như nhau. 

Bây giờ ta giả sử xác suất của sự kiện A phụ thuộc vào chỉ số phép 
thử, tức là các phép thử được tiến hành dưới các điều kiện khác nhau. 

Gọi p; là xác suất xuất hiện A ở phép thử ¡ (=1, 2,..., n). Hãy 
tính xác suất để trong n phép thử độc lập sự kiện A xảy ra k lần. 

Gọi B là sự kiện phức hợp nói trên. Ta biểu diễn B dưới dạng: 

BA; Áv.Ákái nh # ÁLÁ¿ nh xe Ác 

Số các sự kiện thành phần trong tổng (sự kiện) này là Chi tuy 
nhiên trong trường hợp này chúng: không cùng xác suất như lược đồ 
Bécnuli ở 2.1.2. 

Áp dụng định lý cộng và định lý nhân xác suất ta được: 

P(Đ) =piP; ---PyQ.y --:Q, +: 15-2 :Pị tái ` *Đ, (15) 

Nghĩa là xác suất phải tìm bằng tổng tất cả các tích có thể tạo 
nện từ hai chữ p và q trong đó chữ p với các chỉ số khác nhau có mặt k 
lần, còn chữ q với các chỉ số khác nhau có mặt n-k lần. 

Có thể thu được nhanh chóng xác suất P(B) bằng phương pháp 
lập hàm sinh, nghĩa là lấy hàm số 


0,2) = 1. + p¡2) (16) 
I=l 


Ta hãy tìm hệ số của số hạng bậc nhất đối với z trong khai triển 
của (16). Rõ ràng một số hạng chứa Z2} sẽ có hệ số là tích của k chữ p 
với các cHỉ số khác nhau và n-k chữ q với các chỉ số khác nhau, thành 
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thử sau khi gộp tất cả các số hạng ấy lại ta được hệ số của z* trong 
đang (15). Ta có định lý sau: : 

Định lý: Xác suất để trong n phép thử độc lập, sự kiện A xuất hiện 
k lần bằng hệ số của số hạng chứa Z* trong khai triển của hàm sinh: 

@n(Z) = l«, +Dp¡Z) 
1 
(trong đó p, là xác suất của sự kiện A ở phép thử ï; còn q,= 1 = p). 
Đặc biệt khi p¡= p;=. .. =p„=p. thì từ (15) ta được : 
P() = P,(k) = CRpXq""* 
đó chính là công thức Bécnuli quen biết. 

"Ví dụ: Bắn 4 phát súng liên tiếp vào một mục tiêu di động, xác 
suất tương ứng của mỗi phát là: p,=0,1; p;=0,2 ; pạ=0,3; p,=0,4 (có thể 
hình dung mục tiêu tiến dần đến xạ thủ). 

Tính xác suất của các sự kiện: 

a) Không có phát nào trúng; 

b) Có một phát trúng; 

+e) Có hai phát trúng; 

đ) Có ba phát trúng; 

e) Có bốn phát trúng. 

Giai: Lập hàm sinh: 

0,()= lÌ (q¡ +p,z) = (0,9 + 0,1z)(0,8 + 0,2z)(0,7 + 0,3z)(0,6 + 0,4z)- 
i=l 


Khai triển tích này ta có: 
@„(z) = 0,802 + 0,440z + 0,215 2” + 0,040z + 0,002z 
Do đó: 
a) P,(0)=0,302; b) P,(1)=0,440; 
c) P,(2)=0,215; d) P,(3)=0,040; 
e) P,(4)=0,002.` 


3I 


BÀI TẬP CHƯƠNG 2 


Bài 1: Để sản xuất một loại sản phẩm, có thể dùng một trong hai 
máy. Tỷ lệ phế phẩm đối với máy thứ nhất là 0,03 và đối với máy thứ 
hai là 0,09. Trong một kho gồm 2/3 sản phẩm của máy thứ nhất và 1/3 
sản phẩm của máy thứ hai, người ta lấy ra một sản phẩm (lấy hú hoạ). 
Tính xác suất để sản phẩm đó: 

a) Là phế phẩm? 

b) Không là phế phẩm? 

Giải: 

a) Gọi A, và A; là biến cố lấy ra một sản phẩm của máy thứ nhất 
và máy thứ hai tương ứng. Rõ ràng ta có một nhóm đầy đủ các biến cố 
xung khác. Gọi B là biến cố lấy ra được một phế phẩm. 

Ta có: 

P(A)) = 2/8 4 PẠ, (B) =0,03 
P(A;) = 1⁄3 : Pạ, (B) = 0,02 


Theo công thức xác suất toàn phần: 
P(B) = Š P(A,)Pa (B)= 2.003+ 2.0/02 = “08 
m s° 3 3 3 
b) Vì biến cố lấy một sản phẩm là phế phẩm (B) và không là phế ` 
phẩm (B) là đối lập, nên ta có: 
008 _ 2,99 


P(B)=1-P(B)=1--——=^“ 
(B) (B) 5 S 


Bài 9: Trong số 18 xạ thủ, nhóm I gồm 5 người bắn trúng đích với 
xác suất 0,8; nhóm II gồm 7 người bắn trúng đích với xác suất 0,7; 
nhóm III gồm 4 người bắn trúng đích với xác suất 0,6 và nhóm IV gồm 
2 người bắn trúng đích với xác suất 0,5. Chọn hú họa một xạ thủ và 
cho anh ta bắn một phát, nhưng kết quả không trúng bia; xạ thủ ấy có 
khả năng thuộc nhóm nào nhiều nhất. 
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Giải: Gọi AI, A;¿, A;, A, là biến cố chọn ra một xạ thủ thuộc nhóm T, 


II, EH, IV tương ứng. Rõ ràng ta có một nhóm đầy đủ các biến cố xung 


khác. Gọi B là biến cố xạ thủ chọn ra bắn không trúng bia. 'Fa có: 


PAAI)= . Pa(B)=1-08=0 


P(A2)=— , 7 Pa(B)=1-07=04 
...— À 


P(As)= ng , P.,() =1-0,6=0,4 
3 " 
P(A¿)= = d P,(B)=1-0,6=0,6 


Theo công thức Bâyét, ta có : 
P(A¡)Px (B) 
Pg(Aj)= kề 1)PA,(B) - ki s 
S`P(A,P, (B) ” là 
j Ề 


P(A,)P4.(B) 2 
Pp(A¿)#——————== 
ŸP(A,)P.A.(B) Ÿ 


P(A;)P4 (B) 16 


Pp(As)== sẽ: 
2 P(AjJEA,ỳ 
l1) 

P(ÁuJ#, (BỊ 1 

Pg(Ax4)= BỀ- cử. Lm .11 8-1530 _ 


1 5 
Ÿ'P(ADPA (B) `” 
ấu: 


Suy ra : Py(A¿)> Pg(A¿)> P,(A,)=P,(A,), nghĩa là xạ thủ 


chọn ra bắn không trúng bia có khả năng thuộc nhóm II nhiều nhất. 


Bài 3: Một xí nghiệp có 2 phân xưởng với các tỷ lệ phế phẩm 
tương ứng là 1% và 3%. Biết rằng phân xưởng I sản xuất, 40%, còn 


phân xưởng II sản xuất 60% sản phẩm. 


a) Tìm xác suất để từ kho xí nghiệp chọn ngẫu nhiên được một 


phế phẩm. 


b) Giả sử lấy được 1 phế phẩm, tìm xác suất để nó do phân xưởng 
I sản suất. 

Giải: Gọi A, và A; là biến cố lấy ra 1 sản phẩm của phân xưởng I 
và II tương ứng, rõ ràng ta có một nhóm đầy đủ các biến cố. Gọi B là 
biến cố lấy ra được 1 phế phẩm. 

a) Theo công thức xác suất đầy đủ: 

P() = P(A;)Pa, Œ) + P(A;)Pa,(B) 


= 0,4.1%+0,6.2%=1,6%. 
Ðócũng chính là tỷ lệ phế phẩm chung của xí nghiệp. 
b) Biến cố cần tính xác suất là A, với điều kiện đã xảy ra B. Theo 
công thức Bâyét. 
P(Aj)PA,(B) 04% 1 
Pg(A¿¡)=—=——————-= có 


2 _) 
3;P(A¡)Pa,(B) _.. 


i=] 


Bài 4: Có 3 hộp bi giống nhau: hộp I chứa 20 bi trắng; hộp II chứa 
10 bi trắng và 10 bi đen; còn hộp III chứa 20 bi đen. Chọn hú hoạ ra 
một hộp và từ đó rút hú hoạ ra được viên bi trắng. Tìm xác suất đó là 
viên bi của hộp thứ nhất. 

Giải: Nhóm đầy đủ gồm 3 biến cố A, =1, 2, 3), ký hiệu cho 
việc chọn các hộp thứ ¡ tương ứng. Dễ thấy P(A,)= P(A,) =P(A;) =1⁄3. 
Gọi B là biến cố rút được bỉ trắng và ta có ngay Pạ (B)=1 (xác suất 
để rút được bi trắng từ hộp I); Pạ,(B)=1/2; Pa,(B)=0. Theo 


công thức Bâyét: 


1 
=. 5 
Pu;(Ai)= =<= 
'AT Tưng T.o 3 
j- “ð Đ 3 


Bài õ: Một trạm chỉ phát hai loại tín hiệu A và B với xác suất 
tương ứng 0,84 và 0,16. Do có nhiễu trên đường truyền nên 1/6 tín 
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hiệu A bị méo và được thu như là tín hiệu B, còn 1/8 tín hiệu B bị méo 
thành tín hiệu A. 

a) Tìm xác suất thu được tín hiệu A. 

b) Giả sử thu được tín hiệu A, tìm xác suất để thu được đúng tín 
hiệu lúc phát. 

Giải: a) Gọi HH, và Hạ là biến cố tín hiệu A và B tương ứng đã 
được phát, ta có P(H,)=0,84; P(Hạ) =0,16; và chúng tạo nên nhóm đầy 
đủ. Gọi luôn A là biến cố thu được tín hiệu A. Theo điều kiện đầu bài: 


ý 5 1 
Pụ,(A)=1~S=Š ¡ Pạu(B)=2 


Theo công thức xác suất đầy đủ 
P(A)=P(H, )Pu, (A)+ P(H„)P,, (B) 


= 084.2 + 0,16. — = 0,79 
6 8 


b) Xác suất cần tìm chính là P,(H,), theo Bâyét: 

0,84. Ũ 35 

6= m0/87, 
0.72 36 


PA(HẠ)= 


Bài 6: Một dây chuyển gồm 3 bộ phận nối tiếp, với xác suất 
làm việc tốt trong một khoảng thời gian nào đó của mỗi bộ phận 
tương ứng là p¡ và p;. Ở một thời điểm trong khoảng thời gian trên. 
người ta thấy dây chuyền hỏng (giả sử việc hỏng xảy ra chỉ do các 
bộ phận không làm việc). Hãy tìm xác suất để chỉ có bộ phận thứ 
nhất không làm việc. 

Giải: Do các bộ phận mắc nối tiếp nên chỉ cần một bộ phận dừng 
là dây chuyển hỏng. Có thể xảy ra 4 khả năng khác nhau Aa-cả 2 bộ 
phận tốt;A;- bộ phận I hỏng, bộ phận II tốt; A;-bộ phận II hỏng còn bộ 
phận [ tốt và A;-cả 2 bộ phận hỏng. 

Dễ thấy: P(A,)=p¡p› :; P(A¡)=(1-pi)Ðs ; 

P(A;)=p¿(1-p¿) ; P(As)=(1—-p¡)(1-—ps). 
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Biến cố dây chuyển hỏng, ký hiệu là B, có: 
Pa,(B) =0; Pạ,(B) = Pạ, (B) = Pạ,(B) =1 


Theo công thức Bâyét: 


Pg(A¡) = hi 
(1—P¡)P;¿ + pị(=pạ)+(L- pị)(1 - p¿) 
_(1=pi)ps 
1~PIPs 


Bài 7: Cặp sinh đôi được gọi là thật nếu do cùng một trứng sinh 
ra và trong trường hợp này bao giờ cũng cùng giới tính. Nếu cặp đó do 
các trứng khác nhau sinh ra thì xác suất để cặp cùng giới tính là 1⁄2. 
Nếu biết một cặp trẻ sinh đôi có cùng giới tính thì xác suất chúng là 
cặp sinh đôi thật là bao nhiêu, biết rằng xác suất để cặp sinh đôi do 
cùng một trứng sinh ra bằng p ? 

Giải: Gọi A,-biến cố cặp sinh đôi thật (cùng do một trứng sinh ra) 
thì A,= A; là biến cố đối lập (do hai trứng sinh ra) 


P(A) =P; P(A) = 1-p. 
Gọi B là biến cố cặp sinh đôi có cùng giới tính, dễ thấy: 
1 
P..(B)=1 ; Pu sẽ 
Từ đó theo công thức Bâyét: 
`! s..ố an 
p+l 


Bài 8: Một thiết bị có 10 chỉ tiết với độ tin cậy (xác suất làm việc 
tốt trong một khoảng thời gian nào đó) của mỗi chỉ tiết là 0,9. Tìm xác 
suất để trong khoảng thời gian ấy: 

a) Có đúng một chỉ tiết làm việc tốt; 

b) Có ít nhất 2 chỉ tiết làm việc tốt. 

Giai: Dùng công thức Bécnuli với n = 10, p = 0,9. 

a) Xác suất cần tìm là P,ạ(1) = C}ạ 0,9! 0,19= 0,9.10' *. 
$6 


b) Xác suất cần tìm là: 
1 - (Pu(0) + Puu(U)) = 1~ 0,1!9— Cja0,900,19Z 1— 091.108 


Bài 9: Gieo 5 lần một đồng tiền cân đối đồng chất. Tìm xác suất 
xuất hiện: 

a) Đúng 1 lần mặt sấp; 

b) Hai lần mặt sấp; 

e) Ít nhất 1 lần mặt sấp. 

Giải: Xác suất để xuất hiện mặt sấp (hoặc mặt ngửa): bằng 1/2. 
Theo công thức Béenull ta có: : : 


t3Ế £ 
a) PĐq “HH =— 
làn Ninh 32 
Di th lẾ - 
'13=G2s|| ae] 
b) P,(@ = CÍÍ ] = re 
e) Ta tính qua sự kiện đối lập là không có xuất hiện mặt sấp tức 
là cả 5 lần đều mặt ngửa, từ đó xác suất cần tìm tính theo công thực 
Béenuli bằng (chú ý 0!=1 theo quy ước): 
¡€1 2] .3<s~~Bl}82 


ỗ 


2 32 


Bài 10: Tỷ lệ phế phẩm của một lô hàng là 1%. Hỏi mẫu cần chọn 
ra là bao nhiêu (chọn có hoàn lại) sao cho xác suất > 0,95 trong mẫu 
đó có ít nhất một phế phẩm? 

Giải: Giả sử mẫu chọn ra có kích cỡ là n và việc chọn ra 1 sản 
phẩm có hoàn lại là một phép thử Béenuli độc lập với p=0,01. Xác suất 
để trong mẫu có ít nhất một phế phẩm sẽ là: 

1~- (1-p)" =1- 0.99" 
Theo đầu bài yêu cầu: 
1-0,99">0,95 = 0,05 > 0,99" 
=> Ìn 0,05 > n ln0,99 
Ìn 0.05 


>296. 
In0,99 


=s»na 


bŸi 


Bèi 11: Một bác sỹ chữa bệnh có xác suất chữa khỏi là 0,8. Có 
người nói rằng cứ 5 người đến chữa thì có chắc chắn 4 người khỏi 
bệnh, người khác lại cho rằng trong 10 người đến chữa có chắc chắn 8 
người khỏi bệnh. Điều đó có đúng không? 

Giải: Cả hai người khẳng định đều sai. Xác suất xảy ra trường 
hợp thứ nhất là: 

P,(4) = C1.0, 8°0, 9' = 0/4096 

Còn xác suất xảy ra trường hợp thứ hai: 

P,s(8) = C$, 0, 88.0, 2? ~ 03018 

Bài 12: Một cầu thủ ném bóng 400 lần vào rổ với xác suất ném 
trúng rổ của mỗi lần ném là 0,8. Tìm xác suất để cầu thủ đó ném 
trúng 300 lần 

Giải: Rõ ràng có thể dùng công thức Béc-nu-li: 

Puqs(300) = C00 (0, 8)°00 (0, 2)100 

Tuy nhiên việc tính toán khá phức tạp. Ta sẽ dùng định lý giới 

hạn Laplat 1: 


Pu (300) x -—===== 0(Xạ) 
v4 400.0,8.0,3 
xã #' Ta R : — RĐ à F 
với @(%;) là hàm số Gauxơ tại Xạ = „ tức ta có: 
\ npq 


0Ì ——————— | = 0(-25) > 0,0175 
4/400.0,8.0,2 

Từ đó xác suất cần tìm P,a;(300) ~ 0,0028. 

Bài 13: Xác suất bắn trúng đích của một xạ thủ là 0,8. Tìm xác 
suất để trong 100 lần bắn 

a) Xạ thủ bắn trúng không ít hơn 7ð lần và không nhiều hơn 
90 lần; 

b) Không ít hơn 75 lần bắn trúng. 


300 - 400.0,8 
@(Xo)= ị —— 
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Giai: Dùng định lý giói hạn Laplat 2: 
P(k,:k¿) = @(X¿)T ÿ(Xị), 
SỐP «S01. 
npq 


(=1,2) 


và hàm số Laplat $(x,). 
a) Piọp (7ð ;90 ) = ÿ(x¿)- $(Xị), 


H 75 - 100 ..0.8 _" 90 - 100 ..0,8 
VỚI' &, =©—==———_-= -]lI,35 5`, đế ƒ===——===——E 


" ./100 .0,8.0,9 TH TIẾN © th 0Ð 


Từ đó: P¡aj(75;90) = ¿(2,5) - ¿(1,25) x 0.8882. 


SuD 


b) Tương tự ta có: 

Pu; (75;100 ) = (5) - ÿ(1,25) ~ 0.8943. 

Bài 13: Một nữ công nhân đứng máy xe sợi gồm 800 ống sợi, xác 
suất đứt sợi của mỗi ống trong vòng 1 giờ là 0,005. Tìm xác suất của 
sự kiện trong vòng 1 giờ có 4 ống sợi bị đứt. 

Giải: Ö đây p=0,005 rất bé nên không dùng xấp xỉ Laplat mà 
dùng xấp xỉ theo Poátxông với tham số À = np = 800.0,005 = 4. 
41e! 

4I 


Đẹoo (4) * = 0/1954. 
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Chương 3 


ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN. CÁC THAM SỐ ĐẶC 
TRƯNG CỦA ĐẠI LƯỢNG NGÂU NHIÊN 


3.1. KHÁI NIỆM VỀ ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN. BẢNG PHÂN PHỐI 
XÁC SUẤT. HÀM PHÂN PHỐI XÁC SUẤT 


3.1.1. Đại lượng ngẫu nhiên 


a) Bài toán dân đến khái niệm: Gieo một con xúc xắc xuống mặt bàn, 
kết quả phép thử đó là một số, số này biến đổi từ 1 đến 6 với xác suất 
xác định tương ứng đều bằng 1/6. 

Từ bài toán trên ta có nhận xét: Khi thực hiện một phép thử thì 
kết quả của phép thử ta có thể biểu điễn được bằng một đại lượng biến 
đổi, đại lượng này chỉ có thể nhận một trong các giá trị nào đó với xác 
suất tương ứng xác định. Một đại lượng biến đổi như vậy cho ta một 
khái niệm gọi là đại lượng ngẫu nhiên trong lý thuyết xác suất. 

b) Định nghĩa: Đại lượng ngẫu nhiên là một đại lượng mà trong kết 
quả phép thử nó chỉ có thể nhận một trong các giá trị có thể nào đó với 
một xác suất tương ứng xác định. 

Ta ký hiệu đại lượng ngẫu nhiên là những chữ cái in hoa: X,, Ÿ,, 
Z,,... và các giá trị có thể của chúng là x„ y„ Z¿(=1, 2, 3,..., n). 

c©) Các loại đại lượng ngảu nhiên: Có hai loại đại lượng ngẫu nhiên, 


đại lượng ngẫu nhiên liên tục và đại lượng ngẫu nhiên rời rạc. 
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Đại lượng ngắu nhiên là rời rạc nếu các giá trị có thể của nó lập 
thành một chuỗi số hữu hạn hay vô hạn. Ví dụ: Đại lượng ngẫu nhiên 
khi tung hạt xúc xắc (1. 2. 3, 4, 5, 6) là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc. 

Đại lượng ngẫu nhiên là liên tục nếu các giá trị có thể của nó lấp 
kín một khoảng hữu hạn hay vô hạn. Ví dụ: Đại lượng ngẫu nhiên chỉ 
chiều cao của tập hợp thanh niên từ 15 đến 90 tuổi là đại lượng ngẫu 


nhiên liên tục. 


3.1.2. Bảng phân phối xác suất 


Về nguyên tắc một đại lượng ngầu nhiên hoàn toàn được xác định 
khi ta có tất cả các giá trị có thể của nó và các xác suất tương ứng. Gọi 
p, là xác suất của biến cố x, (=1, 2,..., n) lúc đó đại lượng ngẫu nhiên x 
gồm xị, x¿,..., x„ được xác định khi ta có xác suất tương ứng p gồm p¡, 
P›. --., Đụ. Trong trường hợp đại lượng ngẫu nhiên là rời rạc, người ta 
thường lập bảng dạng: 


Bảng này được gọi là bảng phân phối xác suất dùng để xác định 
đại lượng ngẫu nhiên. 

Ví dụ: Bằng phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên chỉ số 
chấm khi tung hạt xúc xắc là bảng sau: 


3.1.3. Hàm phân phối xác suất 


Khi đại lượng ngẫu nhiên là liên tục ta không thể viết tất cả các 
giá trị có thể của nó cùng các xác suất tương ứng và lập bảng phân 
phối xác suất được. Trong trường hợp này ta xác định đại lượng ngẫu 
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nhiên bằng cách khác trên cơ sở khái niệm về hàm phân phối xác suất 
của đại lượng ngẫu nhiên. 

a) Định nghĩa: Hàm phân phối xác suất của một đại lượng ngẫu 
nhiên x được cho bằng biểu thức: 

F(x)=P(X<x) (1) 

đó là hàm đối số x để xác định xác suất khi đại lượng ngẫu nhiên X 
nhận các giá trị nhỏ hơn x (theo định nghĩa này hàm phân phối xác 
suất dùng cho cả đại lượng ngẫu nhiên rời rạc và liên tục). 

b) Ví dụ: Xây dựng hàm phân phối xác suất của đại lượng ngẫu 
nhiên chỉ số chấm khi tung hạt xúc xắc. 

Khi x < 1 thì F(x) = P(X<x) = P(ŒX<1) = 0 

Khi 1<x<2 thì F(x) = PŒX<x) s PŒX<2)=P(x,=1)=1/6 

Khi 2<x<3 thì F(x) = PŒX<x) = PŒX<3)=P(x,=1)+ P(x;=2) 


: In: LG - 
=—+—=— 
8 6 3 
Khi 3<x< 4 thì F(x)=P(X<x)=P(ŒX<4)=P(x,=1)+P(x;=2)+P(x;=3) 
' IG- CIPP In ' 
=—+—+d+—=_— 
6.6.6 5 


Khi 4<x<5 thì F(x) = P(X<x) = P(X<5) 
=PŒ&,=1)+P(x;=2)+P(xạ=3)+ P(x,=4) 
`.1. 1 5 ï 
=—-+—+—+—=— 
6 6 8 6 ö 
Khi 5< x<6 thì F(x) = P(X<x) = P(X<6) 
=P(x,=1)+P(x,=2)+P(x;=3)+ P(x,=4)+P(x;=B) 
ỆG lên: l0 N DĐ. 
=—=+—+—+—-+—=— 
6 58 6 6@ 6 6 
Khi x > 6 thì F(x) = P(x=6) = 1. 


Tóm lại ta có hàm phân phối xác suất: 
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F(x)= 


J/6 ; 
L3 ¿ 
NI) s 
2Ú 2) 3 
3Ô: ¿ 

Íš 6 


Xx>6 


Đồ thị của hàm F(x) có dạng hình 12. 


F(x) 


1/6 |*==— 


1:2 645 8 


Hình 12 


e) Tính chất của hàm phân phối xác suất: 


* Tính chất I: 


(2) 


Hàm phân phối xác suất F(x) không âm, có giá trị giữa 0 và 1, 


nghĩa là: 


0<F(x)<1 


(3) 
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Chứng mình: Tính chất này được suy ra từ định nghĩa hàm F(x) 


là xác suất P(X < x) và tính chất của xác suất một biến cố. 


* Tính chất 2: 
Hàm phân phối xác suất là hàm không giảm, nghĩa là với 
x;>x; thì 
F(x; )> F(x, ) (4) 
Chứng mình: Biến cố (X < x,) là tổng của hai biến cố xung khắc 
(X<x,) và (xị <X <x¿), nghĩa là ta có: 
(X<x¿)= X<xJ)*(xị <X<x¿ ) (5) 
Tương ứng ta có xác suất của tổng hai biến cố xung khắc: 
P(X <x;)= P(X<xJ)+P (xị < X <x¿) (6) 
Theo định nghĩa hàm phân phối xác suất: 
P(X < x¡)=F(%) 


PŒ < x;¿)=F(x¿) K 
Từ (6) và (7), ta có : 
F(;) - F@,) = P(xị <X <x;) (8) 
Mặt khác, theo tính chất xác suất của biến cố: 
0<P(x¡<X<x;) <1 (9) 
Từ (8) và (9) suy ra: 
F(x;) - F(x¡)>0 (10) 


Đây chính là điều cần chứng minh. 
* Tính chất 3: 


Nếu đại lượng ngẫu nhiên X chỉ nhận các giá trị trong khoảng 
đóng [a,b] thì hàm phân phối xác suất F(x) có tính chất: 


F(x)=0 nữa x<a aDĐ 
F(x)=1 nếu x»>b 
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Chứng mình: 
Nếu xé<a, thì ta có: 
F(x)= PŒ < x) = P(X <a)=0 
vì P(ŒX < a ) là xác suất của biến cố không thể có và bằng 0. 
Nếu x>b, thì ta có: 
F(x)= P(ŒX < x) = PŒ& < b) = 1 


vì P@X < b) là xác suất của biến cố chắc chắn và bằng 1. 


3.1.4. Hàm mật độ phân phối xác suất 
a) Định nghĩa: 
Nếu hàm phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên X có đạo 


hàm bậc nhất thì đạo hàm bậc nhất đó được gọi là hàm mật độ phân 
phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên X và ký hiệu là f(x), nghĩa là: 


[a)=SEc9 (12) 
b) Tính chất: 
* Tính chất 1: 
Hàm mật độ phân phối xác suất là hàm không âm, nghĩa là: 
f(x)>0 (13) 
Chứng mình: 


Vì f(x) là đạo hàm của hàm không giảm F(x) nên theo tính chất 
của đạo hàm thì f(x)>0. 


* Tính chất 9: 
Hàm phân phối xác suất F(x) của đại lượng ngẫu nhiên bằng tích 


›hân của hàm mật độ phân phối xác suất từ -œ đến x, nghĩa là: 


F(x)= jf@&)dx' (14) 


_” 
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Chứng mình: 
Từ định nghĩa hàm mật độ phân phối xác suất ta có hệ thức: 
dF(x)=f(x) dx (15) 
Lấy tích phân hai vế của (15) từ -œ đến x, ta có: 
, X x 
Íf(@+x)dx'= [4F@œ')=F(x)-F(—=) (16) 
Mặt khác theo định nghĩa hàm phân phối xác suất: 
F(-) = P(ŒX<- œ ) = 0 (17) 
(Vì P(X<- ©) là xác suất của biến cố không thể có và bằng 0). 
Từ (16) và (17) suy ra: 
X 
jf@«)dx'=F(œ) 
Đây chính là điều 2 cần chứng minh. 
* Tính chất 3: 
Íf()dx=1 (18) 
Chứng mình: 
"Theo tính chất 2 ta có: 
L9 
F(x)= [fax 


cho x -> +œ, ta có: 
lim F(x)= lim jf@œ)dx' 


F(+œ)= 'f@ax' 


Nhưng F(+)=p(X<+øœ)=1, (vì p(X<+ø») là xác suất của biến 


cố chắc chắn và bằng 1). 


ó6 


ĐuVvra: 


fax =1 


~z: 


Đây chính là điều cần chứng minh. 


€) Ví dụ: 


Hàm mật độ phân phối xác suất f(x) của dại lượng ngẫu nhiên X 
có dạng: 
e_= khi a<x<b 
f(x)= : . 
0 khi x<ahoäc x>b 
Hãy tìm hằng số c, hàm phân phối xác suất và vẽ đồ thị của hàm 
phân phối xác suất F(x). 


Giải: Theo tính chất 3 của hàm mật độ phân phối xác suất ta có: 


+ơ a b +z b 
1= [f(x)dx = [f(x)dx +[f(x)dx + [f@&)dx = [edx=e(b~a) 
~œ ~œ a b a 


D 


1 
b-a. 


Theo tính chất 2 của hàm mật độ phân phối xác suất ta có: 


Suy ra: C= 


F(x)= Jfooax 


Nếu x< a thì f(x) = 0, dẫn đến F(x)= 0. 
Nếu a<x<b thì: 
X a L$ 
F(x) = Í[f@¿2ax = [f(x)dx + [f(x)dx' ¬ 


= tớ ca d< 858 
ja c(x-a) b 


67 


Nếu x >b thì: 
F(x)= jt (x My = le )dx' 'eo )›dx ']ene- = 


œ 


= jedx'=eb~a) “ b—ø =] 
= b-a 
Tóm lại, ta có: 


Ỹ, $sa 
xe 


a 
sa#s<b 


1L ..-#šP 


F(x)= 


Đồ thị hàm số F(x) có dạng: 


F(x) 


3.2. KỲ VỌNG TOÁN CỦA ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN 


Một tham số đặc trưng quan trọng của đại lượng ngẫu nhiên đó 
là kỳ vọng toán của đại lượng ngẫu nhiên. 


3.2.1. Định nghĩa 1 


Kỳ vọng toán của đại lượng ngầu nhiên rời rạc X là tổng các tích 
_ giữa các giá trị có thể của nó với xác suất tương ứng xác định. 
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Ta ký hiệu kỷ vọng toán của đại lượng ngẫu nhiên X là E@). Khi 


ló theo định nghĩa T ta có biêu thức toán học của kỷ vọng toán BŒX): 


" 
E(ÄX) = XIDỊ +XzDz +... c+£XaDạ =2 )XỊP, (19) 
1ê] 


3.2.2. Định nghĩa 2 


Kỳ vọng toán của đại lượng ngẫu nhiên liên tục X với miền giá trị 


là đoạn [a,b] (khoảng đóng [a,b]), là một số xác định bởi tích phân: 


b 
#(X)= [xf()dx (20) 


( f(x) là hàm mật độ phân phối xác suất). 


3.9.3. Các ví dụ về kỳ vọng toán của đại lượng ngẫu nhiên 
Ví dụ 1: Tìm kỳ vọng toán của đại lượng ngằu nhiên X chỉ số 
chấm khi tung hạt xúc xắc. 
Giải: Theo công thức (19) ta có: 
E(X)=XIP¡ + X;Ð; + XzPạ + X¿Ð¿ + XP; + XeÐc = 


21 
a1. S220 á4i:k Bi l6 .e = 8,5 
6 6 6 6 Tàn; 6 


Ví dụ 9: Tìm kỳ vọng toán của đại lượng ngẫu nhiên liên tục, 
phân phối đều trong khoáng [a,b] và có hàm mật độ phân phối xác 
suất f(x) dạng: 

1 : 
to)=lrC kh xe Ía.bị 
lo khi xe [ab] 
Giai: Theo công thức (20), ta có: 


b 
X ñ X 
B(51<= l—-=.zdvee==——= 
In ĐI TY ADN, 234 Đố: 
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3.2.4.Tính chất của kỳ vọng toán 
a) Tính chát Ï 
Kỳ vọng toán của một hằng số thì bằng chính hằng số đó, nghĩa là: 
E() =c (c - hằng số) (21) 
Chúng mình: 
Vì có thể coi hằng số e như một biến cố chắc chắn với xác suất 
bằng 1, ta có theo định nghĩa kỳ vọng toán (19): 
E(c) =c.1 =c 


b) Tính chất 2 
Thừa số không đổi có thể đưa ra ngoài ký hiệu kỳ vọng toán, 
nghĩa là: 
E(cÄX) = cEŒ) (c - hằng số) (22) 
Chứng minh: 


Nếu đại lượng ngẫu nhiên X với các giá trị có thể của nó là 
Xị,X;,...,Xj,.. Và các xác suất tương ứng p,Ps,...,Ðj,... thì đại 


lượng ngẫu nhiên cX với các giá trị có thể của nó là 
CXịy,CX;z,..,CXj,.. Và cũng với các xác suất tương ứng 


PisP¿›-...Ðj,... Theo định nghĩa kỳ vọng toán ta có: 
n ù) 
E(cX)= Ð`cx¡p;¡ =c3`x¡p¡ =cE(X) 
i=I i=l 
€) Tính chất 3 
Kỳ vọng toán của tổng hai đại lượng ngẫu nhiên bằng tổng các kỳ 
vọng toán của chúng, nghĩa là: 
E(X+Y) = E(X) + E(Y) (23) 
Chứng mình: 


Không làm mất đi tính tổng quát khi chúng ta giả thiết đại lượng 
ngẫu nhiên X, Y là rời rạc và chỉ nhận 2 giá trị, nghĩa là ta có: 
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sẽ Xy % 
P P›ị Pz Đã 
Y Yì Ỳ;ạ 


Lúc đó, đại lượng ngẫu nhiên (X+Y) sẽ nhận các giá trị 
(x,†Y)), (Xị†Y¿), (X;+y¡), (X¿+y;) với các xác suất tương ứng qịy, qị;, Qi. 
qz„; Nghĩa là, ta có theo định nghĩa kỳ vọng toán: 

BX+Y)=Œ +yi)qịị +; +Y¿)q¡; +Œ¿ +V,)Qại +Œ¿ + V„)Qạ¿ = 

=[x(q+qi2)+X;(q,+q,)|+[Yi(q,, + qu,) + (¿+ q2] (24) 


Từ (24) suy ra tính chất 3 sẽ được chứng minh nếu ta chứng minh 
được các hệ thức: 


qiiŸ địa EPị ¡ QáiŸ Qa¿ = Ðy 
địt Qạị =8i › it Q;¿ 
Để làm điều đó, trước tiên ta chứng minh hệ thức q,¡+ quy = pị: 
Xét biến cố x, của đại lượng ngẫu nhiên X. Lúc đó đại lượng ngẫu 
nhiên (X+Y) hoặc nhận giá trị (x¡+y¡) hoặc nhận giá trị (x¡+y;). Do đó, 
biến cố x, sẽ là tổng của hai biến cố xung khắc (x,+y¡) và (X,#+y;), 
nghĩa là: 
xXị = @&¡†y,) + (Xịi†y;) 
Px, = P(@x,+y,) + P(@x,+y,) hay ĐIE ii #i› 


Các hệ thức khác cũng được chứng minh tương tự. Dẫn đến: 


ĐÃ | 


EQX + Y) = [xịpi + X;P¿]+ [yyếi + ysgz]= 
= E(X) + E(Y) 


4) Tính chất 4: 

Kỳ vọng toán của tích hai đại lượng ngẫu nhiên độc lập bằng tích 
các kỳ vọng toán của chúng, nghĩa là: 

EŒ%.Y) = E(X).E(Y) (25) 

(với X,Y là hai đại lượng ngẫu nhiên độc lập). 

Chúng mình: 

Không làm mất đi tính tổng quát khi chúng ta giả thiết đại lượng 
ngẫu nhiên độc lập X, Y là rời rạc và chỉ nhận 2 giá trị như phần 
chứng minh tính chất 3. Nghĩa là: 


bL$ Xị X; 

Ẹ P: là) 
àó Yì Ỳ; 
G gì 9; 


Lúc đó, đại lượng ngẫu nhiên độc lập X.Y sẽ nhận các giá trị X,yạ, 
X¡Y›, X¿y¡, Xay„ VỚI các xác suất. tương ứng p¡8,, P;8›. D›sØ,. Ds8; (Vì ở 
đây ta có xác suất của tích hai biến cố độc lập bằng tích các xác suất 
của chúng). Nghĩa là, theo định nghĩa kỳ vọng toán của đại lượng 
ngẫu nhiên ta có: 

BXX-Y)=XiYPi8i †XỊY2DI8s +X+2YIPạBi + X2Ÿ2D¿B2 = 
=XIPI(Y481 +Y1B¿)+X¿P¿(Y4B1 +Y¿B¿)= 
= (XịiPị +X¿P¿)-(ÿ¡6ì + y¿g¿) = E(X).E(Y) 


3.3. PHƯƠNG SAI CỦA ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN 


Phương sai của đại lượng ngẫu nhiên phản ảnh độ phần tán giữa 


đại lượng ngầu nhiên với kỷ vọng toán của đại lượng ngẫu nhiên đó. 


3.3.1. Định nghĩa 


Phương sai của đại lượng ngẫu nhiên X là kỳ vọng toán của bình 
phương sai lệnh giữa đại lượng ngẫu nhiên với kỳ vọng toán của đại 
lượng ngẫu nhiên đó và ký hiệu là D(X). nghĩa là: 


IDXX)= El(X - m)”] (26) 


(với m = EB@) ). 

Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc với các giá trị có thể xị. 
X„... X„ Và các xác suất tương ứng p¡, Ð›,..., Ð„ thì phương sai của đại 
lượng ngẫu nhiên D(X) có dạng: 

" : 
D(X)= 3 (x, - m)”p, (27) 
i=l 

Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên liên tục với miền giá trị là đoạn 
[a,b| (khoảng đóng [a,b]), thì phương sai của đại lượng ngẫu nhiên 


DỢØX) có dạng: 


b : 
D(X)= ƒ@ ~m)Ýf(x) dx (28) 


(f(x) là hàm mật độ phân phối xác suất). 


3.3.2. Các ví dụ về phương sai của đại lượng ngẫu nhiên 


Ví dụ 1: Tìm phương sai của đại lượng ngẫu nhiên rời rạc x chỉ số 
chấm khi tung hạt xúc xắc. 
Giai: 


] 
m= BỘ) =2 +2, +3: 4g »Ẻ ch. x6.2 =0 


DŒ)=H(Œ~mj°]=(1—3 BŸ:^ +(2~8 Bÿ-ˆ +(8—8 BỂ-2 + 
6 6 6 
35 


z1 s.1 g. h < 
+(4~8, 6)” có + (6 = 8, 5)” có + (6= 8, B)P có = SG 


Ví dụ 2: Tìm phương sai của đại lượng ngẫu nhiên liên tục phân 
phối đều trong khoảng [a,b] và có hàm mật độ phân phối xác suất. f(œ&) 
có dạng: 

=“~ò khí xe [a. b] 
f(x)=4b-a ; 
0 khi xe a,b} 
Giải: 
= sứ +a) 


b k 
m=E(X)= lg`n® = 


b kì 
D(X) = E[(X - m)?] = KH ' 


b I b 
- la _ 2m [xdx +mỶ jx = 
a a a 


"W=a) 


b°-a”) b -a” 5 
ma ... b-a)|- 
mm. .“.......n 
(b-a} 
12 


3.3.3. Dạng khác của công thức tính phương sai 


Từ định nghĩa phương sa1 theo công thức (26) và các tính chất của 
kỳ vọng toán ta có thể viết công thức tính phương sai dưới dạng khác. 
D(@) = B((X-m)”] = R(?-2mX+m”) = B(X?) -E(2mX)+E(m?) 
= EŒ”) -m", (với m = E(X)) 
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nghĩa là, ngoài công thức: h 
D(Œ) = E[(X-m)”]. với m = EŒ) 
còn có thể tính D(X) theo công thức: 
D(%X) = E(X”) -m”, với m= E(X) (29) 
Theo (29), tương tự như (27) trong trưởng hợp đại lượng ngẫu 
nhiên rời rạc ta có: 


D(X)=}`xƒp¡ - m” (30) 
1Ì 


và tương tự như (28) trong trường hợp đại lượng ngẫu nhiên liên tục 
ta CÓ: 


b 
D(X) = ÍR”f(x)dx - m” (31) 


3.3.4. Tính chất của phương sai 
a) Tính chát l: 
Phương sai của một hằng số thì bằng không, nghĩa là: 
D()=0 , (e- hằng sổ) (32) 
Chứng mình: 
Theo công thức (29), ta có: : 
D() = E(€°) - [E()] = c? - [cl =0 
b) Tính chất 2: 
Thừa số là hằng số không đổi có thể đưa ra ngoài dấu phương sai 
sau khi đã bình phương, nghĩa là: 
D(eX) = c° DŒX), (c -hằng sô) (33) 
Chứng mình: 
Từ công thức (29), ta có: 
D(eX) = B(e°X”) - [E(eX)Ƒ' = c°E(X?) - c”[E(®)Ƒ 
=e*|E(X”) - [EQ0Ƒ }= e”D@Œ) 
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e) Tính chất 3: 
Phương sai của tổng hai đại lượng ngẫu nhiên độc lập bằng tổng 
các phương sai của chúng, nghĩa là: 
D(X+Y) = D(X)+D(Y) (34) 
(với X, Y là hai đại lượng ngẫu nhiên độc lập). 
Chứng mình: 
Theo công thức (29), ta có: 
D(X + Y)=EI(X + Y)})J- [E(X + Y)Ƒ = 
= B?}+ E@XY )+ E(Y?)- [E(X)+ E(Y)Ƒ 
= EÍX?)+ 3E(XY) + E(Y? } - [E(X)] - 3E()EVY) + [E(Y)}? (35) 
Vì X, Y là hai đại lượng ngẫu nhiên độc lập nên theo tính chất của 
kỳ vọng toán của 2 đại lượng ngẫu nhiên độc lập E(XY) = E(X).E(V), 
nên từ (35) ta có: . 
D(X+Y) = EŒ”) -2E(Œ).E(Y) +E(Y?) - [EŒ)]f - 2E(%).E(Y) - [E(Y)F 


= b&?)- [E(x)Ƒ }+ bW:)- [EcY›Ƒ}= D(X)+ D(Y) 


3.3.5. Độ lệch quân phương của đại lượng ngẫu nhiên 


Để đánh giá mức độ phân tán giữa đại lượng ngẫu nhiên và kỷ 
vọng toán của nó đôi khi người ta sử dụng một tham số đặc trưng khác 
của đại lượng ngẫu nhiên gọi là độ lệnh quân phương. 


a) Định nghĩa: 


Độ lệnh quân phương của đại lượng ngẫu nhiên là căn bậc hai ‹ 
phương sai của đại lượng ngẫu nhiên đó và ký hiệu là ơ(X), nghĩa là: 
ø(X)= /D(X). (36) 
Theo định nghĩa này, tương tự như phương sai ta có các tính chất 
sau của độ lệnh quân phương: 


ø(c)=0 . (c- hằng số) 
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s(cX} = co(X) (c - hãng số) 
ø(X + Y)= jQø (X)+ ø”(Y) 
(với X, Y là 2 đại lượng ngẫu nhiên độc lập). 
b) Vừ dụ: 
Độ lệch quân phương của đại lượng ngẫu nhiên rời rạc X chỉ số 
ã 5 F35 , 
chấm khi tung.hạt xúc xắc bằng V D(X) = | lẽ 
IE 


3.4. KỲ VỌNG TOÁN VÀ PHƯƠNG SAI CỦA MỘT SỐ LUẬT PHÂN 
PHỐI THƯỜNG GẶP 
3.4.1. Phân phối nhị thức 


4) Định nghĩa: Trong một số ứng dụng kỹ thuật và yêu cầu giải 
quyết các vấn đề kinh tế, ta thường gặp các đại lượng ngẫu nhiên rời 
rạc X có xác suất tím theo'công thức Bécnuli, nghĩa là có bảng phân 
phối xác suất dạng: 


L X ịỊ Ú,} 1 2 ã= 
l P œ ErS : II Hi >3 


(với p+q = l). 


Luật phân phối này được gọi là luật phân phối nhị thức. Rõ ràng, 
đối với luật phân phối nhị thức ta cũng có: 


XI NC Đai * =Íp+aqŸ =I" =l 
k=0 kz0 


b) Kỳ vọng toán: Ta tính kỳ vọng toán của đại lượng ngẫu nhiên rời 
rạc X thuận theo luật phân phối nhị thức. Theo định nghĩa E(X) ta có: 


E(X) = 3 xup, =  keFp*a"- (37) 
k=0 k=0 


"n 
Lấy đạo hàm hai vế của nhị thức Newton (p+q)" = 2 0P ẠT b 


theo p ta được: 


đ P: d n _= 
4c] 4 [Šae^ 


dp 
níp+q)"” 1 = Ÿ`keRp*ˆq 1 n-kR : (38) 
k=0 


Nhân cả hai vế của biểu thức (38) với p, ta có: 
k kq k 
npí(p +q)" => kep*q" (39) 


o (p+ q)” =1"! =1 và so sánh (39) với (37) ta thu được biểu 
thức của kỳ vọng toán: 
E(@®) =np (40) 
€) Phương sai: Theo công thức tính phương sai của đại lượng ngẫu 
nhiên rời rạc X ta có: ' 


D(X) = E(X?) - [E(X)]' = E(X”) - (np}” (41) 
ở đây: 
. R@” ?)= Š x‡p, = }`k? cựp q"” (42) 
k=0 k=U 


Để tính EŒ?), ta lấy đạo hàm một lần nữa biểu thức (38) theo p 


.cả hai vế: 


aan(b+a)"'|=ac -Ê— Š ket ph” 


Pk-0 


n{n - 1Ặp + q)"” = >kk- LÔ HÓ  Nã (43) 
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Nhân cả hai về của (13) với p`. ta được: 


" "n 
g#nÍn -1Ì= Š k?c t4 — Š kek phạn 
k-0 k=0 


= S ke P*”* ~E(KJ 
k#U 


Suy ra: 


E(X”)= 3k 0P HP” = p”nÍn - 1)+ np (44) 
k=U 


Thay (44) vào (41), ta thu được biểu thức của phương sai: 
D(X) = p”nÍn - 1)+ np - n”p” = npÍ1 - p)= npq 
Nghĩa là: D(X) = npq (45) 


3.4.2. Phân phối Poátxông 


a) Định nghĩa: Trong một số ứng dụng kỹ thuật ta thường gặp đại 


lượng ngẫu nhiên rời rạc X có bảng phân phối xác suất dạng: 


(với ^. hằng số). 
Imật phân phối nà': được gọi là luật phân phối Poátxông. 


Rõ ràng, đối với luật phân phối Poátxông ta cũng có: 


@ SÀNG BẠN va 
Spy KIỂU: tua. ` Tu *g^ˆ =1 
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b) Kỳ vọng toán: Theo định nghĩa kỳ vọng toán của đại lượng ngẫu 
nhiên rời rạc X ta có: 


-À œ Ae* z AFe À 1 Xe % 
E(X)= È XEDy = kệ —=>k.— = ^ 
à ưu -t M *È* & Tằ& cm hở k 


=^e *e* =A 
Nghĩa là: EGŒ0)= ^ (46) 


©) Phương sai: Theo công thức tính phương sai của đại lượng ngẫu 
nhiên rời rạc X ta có: 


D(Ä) = E(X”) -[E(Œ)]? = E(X”) -2? (47) 
ở đây: 
8 » e -* SỐ AKer* z A*er^ 
BI JSC —=#) kố>==>)k 
\ : k b kl » (k-1)I 
A*? z Me L) z A*e Ồ 
: “=À|»k.——+}È»_———- 
ằ b HH 6m 
=[f(X)+1]=A(.+1)=A”+^ (48) 
Thay (48) vào (47), ta có: 
D(Œ) =A?+A—A?= 
Nghĩa là: 
D€Œ) = ^ (49) 


3.4.3. Phân phối chính qui (phân phối chuẩn) 
a) Định nghĩa: Trong một số ứng dụng kỹ thuật ta thường gặp đại 
lượng ngẫu nhiên liên tục X có hàm mật độ phân phối xác suất f(x) dạng: 


fQ=——=e “# (50) 


(với ơ, a là các hằng số và ơ > 0). 
Luật phân phối này được gọi là luật phân phối chính qui hay 
phân phối chuẩn. 
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Rõ ràng. đối với luật phần phối chính qui ta cũng có: 


đc ` (x-a)” ..Ấ 
\ 1 v2 1 2 
[tx)dx- ƒo ” dx=—=-o Je “ái (51) 
öGV3n _, Gv2r ề 
Tích phân Ole: 
+ Ế 
t2 Bw 
je ” dt =v2x (59) 


Thay (53) vào (51). ta thu được: 


HÌ r 
[f(x)dx = == 'Ø' V27 = Ì 
h øv2m 


b) Kỳ vọng toán: Theo định nghĩa kỳ vọng toán của đại lượng ngẫu 


nhiên liên tục X, ta có: 


sơi _(N~ DỤ tí 


IX)= JMalhe j - -Íx la dư——1 - [ot+a¿e ?ødt 
2n. cVÐn Ý 


z Ằ= K. 
ST 7Ñ °“dt+a ƒe “ đủ (65) 
Tích phân thứ nhất trong (53) là tích phân của hàm lẻ nên bằng 
0, tích phân thứ hai trong (53) là tích phân Ởle nên (59) bằng v2. 
Vậy ta có: 
1 -— 
E(X)=--; ø{(0 + aV3n ]z a 
gv3n 
Nghĩa là: 
BŒX)= a (54) 


Hằng số a trong (50) trùng với giá trị kỳ vọng toán E(X). 
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e) Phương sai: Theo công thức tính phương sai của dại lượng ngẫu 


nhiên liên tục X ta có: 


D@Œ) = E@”) - [E(X)]” = EŒ”) - a” (55) 
ở đây: 
tớ, đua (k-aJ” 
E(Q”)= [x”f@&)dx=—=—= [x°e °° dx 
ˆ øv2n _„ 


tớ 1 


= CS [tt + a)2e “ơdt 
2m 


vv 


1 È x 


= = [o?te ? dt+2aơ [ te *'dt+ la*e” dt (56) 
ti <ö ˆ. â 


Tích phân thứ hai trong (56) là tích phân của hàm lẻ nên bằng 0, 
còn tích phân thứ ba trong (56) là tích phân Ơle nên (52) bằng V2n. 


Dẫn đến, ta có: 
+0 8 


E(X”)= Lên [s”te °*“dt+va? (57) 


VáT1 „ 


Xét tích phân: 


' II H - 6vửa Š ¬..‹ Ni È) 
c= J9 Y9 d§= HE" Ƒt dt 
ø 1 
5 " 
--3 án: ° seƒt9| 
š @ 1 


Thay (58) vào (527) trì có: 
E(X”)=gø” ta” (59) 
Pha (59) vào (55), ta thủ được biểu thức của phương sai: 
D(X)=ø” ta” =a =ơ” 
Nghĩa là: DCX) = ø”. 
Hàng số ơø trong (50) trùng với giá trị của độ lệch quân phương 


ø(X) = VD(X).. 


3.4.4. Phân phối mũ 
a) Định nghĩa: Trong nhiều ứng dụng của lý thuyết xác suất, đặc 
biệt trong lý thuyết phục vụ đám đồng, ta thường gặp đại lượng ngẫu 
nhiên liên tục X có hàm mật độ phân phối xác suất f(x) dạng: 
Àèe”* khi x>0 
f(x)= . (60) 
0 khi x<0 
(với À là hằng số và  > 0). 
Luật phân phối này được gọi là luật phân phối mũ. 
Rõ ràng, đối với luật phân phôi mũ ta cũng có: 


~” 


'ƒf@)dx = Ae >*dx =~ Íe 'đt=~(0-~1) =1 
đà 0 Ũ 


b) Kỳ vọng toán: Theo định nghĩa kỷ vọng toán của đại lượng ngầu 


nhiên liên tục X ta có: 


E(X)= [f@x)dx = (ae *Xdy =— 'Íxd(e**) 
ú ụ 


=—xe + Íe **dx=0- `e MÀ vớ 
ú ñ À là À 
Nghĩa là ĐÓ. (61) 


e) Phương sai: Theo công thức tính phương sai của đại lượng ngẫu 
nhiên liên tục X, ta có: 


.D() = E(X?)~[E(@X)J = E(X?)- 3 (62) 
ở đây: 
E(X”)= jx”f@)dx= j⁄°Ae^*dx=- [x°d(e'^*) (63) 
-” 0 0 
3... xx* 


=-Xe 


ˆ” +2 [xe ^*dx =2 EQ) =2.-y 
0 h Vy ÿ. 


Thay (63) vào (62) ta thu được: 


BƠ kh me 
ÀX Ä\X * 
Nghĩa là: D(Œ) = đ (64) 


3.5. MỐT VÀ TRUNG VỊ 


Ngoài kỳ vọng toán là đặc trưng quan trọng nhất về vị trí của đại 
lượng ngẫu nhiên, trên thực tế đôi khi người ta còn dùng đặc trưng 
khác về vị trí là mốt và trung vị. 

3.5.1. “Mốt” của đại lượng ngẫu nhiên là trị số của đại lượng ngẫu 
nhiên có xác suất cực đại (đối với đại lượng rời rạc) hay là trị số có mật 
độ phân phối xác suất cực đại (đối với đại lượng liên tục). Ta ký hiệu 
mốt bởi chữ Ịi. 

Nếu đường cong mật độ phân phối f(x) có nhiều điểm cực đại thì 
đại lượng ngẫu nhiên được gọi là có phân phối “nhiều mốt” (hình 13). 

Nếu đường cong mật độ phân phối không có cực đại ở bên trong 
khoảng giá trị của đại lượng ngẫu nhiên thì ta có phân phối “không 
mốt” (hình 14). 


§4 


F 
. F(x) 


kh ta 0 Š 


Hình 13 Hình 14 

Nói chúng mốt và kỷ vọng toán không trùng nhau. Hai đặc số này 
chỉ trùng nhau khi đường cong mật độ có cực đại và đối xứng. 

3.5.2. Trung vị của đại lượng ngẫu nhiên X là trị số m của đại 
lượng ngẫu nhiên sao cho: 

P(X<m) = P(X>m) 

Về mặt hình học, trung vị là hoành độ của điểm tại đó diện tích 
giới hạn bởi đường cong mật độ phân phối được chia làm hai phần 
bằng nhau (hình lỗ). 


Trong trường hợp phân phối đối xứng và có mốt thì ba đặc số: 


trung vị, mốt và kỳ vọng toán trùng nhau (hình 16). 


f(x) 


Hình 15. Hình 16 


3.6. MÔMEN 


Mômen trong lý thuyết xác suất là sự tổng quát hóa các khái 
niệm kỳ vọng toán và phương sai. 
Định nghĩa I. Mômen cấp k đối với điểm a của đại lượng ngẫu 
nhiên X là một số xác định như sau: 
vụ(a) = E[(X =a)*] (6ð) 
Nếu a =0 thì vụ (0) được gọi là mômen gốc. Để cho gọn ta ký hiệu 
mômen gốc là vụ thay cho v,(0). 
Mômen gốc cấp 1 chính là kỳ vọng toán của biến ngẫu nhiên X: 
vị = EŒ)) = EŒ®) 
Nếu a = E(ŒX) thì mômen cấp k (v¿(a)) được gọi là mômen trung 
tâm; ký hiệu là tụ. 
Dễ thấy rằng mômen trung tâm cấp 1 bằng 0, còn mômen trung 
tâm cấp 2 chính là phương sai: tạ = DŒX). 
Giữa các mômen gốc và mômen trung tâm có các liên hệ sau: 
Hạ = D(X) = E(X”) - E?(X) = vụ — vị; 
uạ = E[X - E(%)Ƒ = B|X? - 8X°E(X) + 3XE(X) - E2(%)] 
= Vạ —3V¡Vạ +ÖVỷ — Vị =vạ —3v¡Vạ — 2vỆ 
Hạ =VạT—4Va1Vị + 6v;v? -8vị 
Trong số các mômen, thông dụng nhất là v, (kỳ vọng toán), lạ 
(phương sai) rồi đến Hạ và tụ. Sau đây ta sẽ nói về ý nghĩa của I\ạ và 4ụ. 
Mômen trung tâm cấp ba uy đặc trưng cho tính bất đối xứng của 
luật phân phối. Nếu như luật phân phối của đại lượng ngẫu nhiên đối 
xứng đối với kỳ vọng toán thì tạ bằng 0 (và tổng quát mọi mômen 
trung cấp lẻ đều bằng 0). 
Thực vậy nếu đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối xác suất đối 
xứng đối với kỳ vọng toán thì trong biểu thức: 
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Hạ = 5 (x, = E@))°p; 


mỗi số hạng dương sẽ bị triệt tiêu bởi một số hạng âm tương ứng có 

cùng trị số tuyệt đối, thành thử tổng bằng không. Cũng vậy tích phân: 
tạ = [[‡=EO)Ƒf(@)dx 

bằng 0 vì đó là tích phân của hàm số lẻ trong một khoảng đối xứng. 

Từ đó ta suy ra rằng sự tồn tại tạ # 0 chứng tỏ tính bất đối xứng 
của luật phân phối. Cụ thể nếu nụ > 0 thì phân phối nặng về bên phải 
kỳ vọng toán, nếu 4y < 0 thì phân phối nặng về bên trái kỳ vọng toán. 

Vì tạ có thứ nguyên bằng lũy thừa bậc ba thứ nguyên của X nên 
thường thay tạ bởi lượng: 


được gọi là hệ số bất đôi xứng (trong đó ơ là độ lệch quân phương của X). 


f(x)) f(xa) 


0 E(x,) E(x,) x 


Hình 17 
Hình 17 vẽ hai luật phân phối bất đối xứng, một phân phối 
(đường cong II) có S; > 0 và phân phối kia (đường cong I) có S5; < 0. 
Mômen trung tâm cấp bốn tụ đặc trưng cho độ nhọn của đường 


cong phân phối so với phân phối chính qui. 


§7 


Đại lượng N¡ = = ~3 được gọi là “hệ số nhọn” của phân phối. 
Ơ 


Đối với đại lượng ngẫu nhiên tuân theo phân phối chính qui N, = 0. 
Các đường cong nhọn hơn đường cong phân phối chính qui sẽ có N, >0 
và tù hơn sẽ có N, < 0. 


BÀI TẬP CHƯƠNG 3 


Bài 1: Một xạ thủ có 3 viên đạn được yêu cầu bắn lần lượt từng 
viên cho đến khi trúng thì dừng bắn. Tìm bảng phân phối xác suất của 
số đạn đã bắn, biết rằng xác suất bắn trúng của mỗi lần bắn là 0,6. 

Giải: Gọ: X là số đạn đã dùng, dễ thấy X có 3 giá trị là 1, 2 và 3. 
Nếu gọi A, là sự kiện viên thứ ¡ đã trúng (=1, 2, 3), ta có 
P(ŒX=1)=P(A,; P(X=9)=P(A, A;) và P(X=3)=P(A, A,) lưu ý trong 
trường hợp X=3 viên thứ 3 có thể trúng hoặc trượt). Từ đó luật phân 
phối xác suất của X cho bởi bảng: 


Có thể biểu diễn luật này bằng đồ thị (xem hình 18). 
P, 


0,6 


Hình 18 
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Bài 9: Từ một lô hàng gồm 100 sản phẩm, trong đó có 10 phế 
phẩm, người ta chọn hú hoạ ra 5 sản phẩm để kiểm tra chất lượng. 
Lập bảng phân phối xác suất của số phế phẩm trong số sản phẩm 
chọn ra. 

Giải: Lô hàng lấy ra có 5 sản phẩm nên số phế phẩm có giá trị 


nguyên từ 0 đến 5. Xác suất để đại lượng ngẫu nhiên X chỉ số phế 


cìỉ Gš- 
phẩm trên nhận giá trị bằng ¡,¡ = 0, 1,.., 5là P(X =1)= _— 
Cup 
Với độ chính xác cỡ 0,001, ta có bảng sau: 
X. 0 1 2 3 4 5 
P, | 0,583 0,340 0,070 0,007 0,000 0,000 


Cần chú ý rằng P(X=4)=P(X=5) = 0 không có nghĩa là không thể 
xảy ra biến cố có 4 hoặc 5 phế phẩm trong lô hàng. 

Ở đây các biến cố ấy rất khó xảy ra trên thực tế do xác suất của 
chúng quá bé. l 

Bài 3: Tiến hành các xét nghiệm độc lập cho đến khi có kết quả 
dương tính. Gọi X là số xét nghiệm đã tiến hành và biết rằng xác suất 
dương tính của mỗi xét nghiệm là 0,5. Tìm: 

a) Bảng phân phối xác suất của X; 

b) Đồ thị phân phối; 

e) Số xét nghiệm có xác suất lớn nhất. 

Giải: 

a) Giá trị của X sẽ là 1, 2,3... Dễ thấy P(X=i)=q*'p, với p = 0,5 
và q =1-p =0,5. Từ đó: 


t9|— 
tạ 
` 
Si 
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b) Đồ thị phân phối trên hình 19. 


e) Số xét nghiệm có khả năng xuất hiện lớn nhất (số chắc nhất) là 1. 
Đ. 


0,5 


Hình 19 


Bài 4: Xác định hàm phân phối xác suất của dại lượng ngẫu 
nhiên X trong bài 1. 
Giải: Theo định nghĩa hàm phân phối ta có ngay: 
0, x1, 
GỠ, 1<x45, 
j4. 2<wsã3; 
lẾ $8. 


F(x) = 


Đồ thị của hàm F() có dạng bậc thang (xem hình 20). 
F(x) 


Hình 20 
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Bài 5ð: Hàm phân phối của một dại lượng ngẫu nhiên liên tục X 
@& dạng: 
0, x<0 
s ý 1 
F(x) = = 2 COSX, 0<x<án, 


1, xu 


Hãy xác định hàm mật độ của X và vẽ đồ thị của F(x) và f(x). 
Giải: Theo định nghĩa hàm mật độ ta có: 
0, x<0, 
f(x)= 2 SN, 0<x<n, 


0, X>ĩ. 


Đồ thị F() và f(x) vẽ trên hình 21. 


F() 


f(x) 


x2 T % 


Hình 21 
Bài 6: Cho hàm phân phối của đại lượng ngẫu nhiên X có dạng: 
F(x)=a + barctgx (—-œ< x< +) 
Tìm a, b và hàm mật độ f(x). 
Giải: Dùng tính chất 3 của hàm phân phối ta có: 
‹ 
9] 


lim (a + barctgx) = 0 bx 


vết Xếu 
: ` hay 
lim(a + barctgx) = 1 da 9s 
2 
SUY ra: quả: be và WhÖ ma Che, 
2 1 ï 1W 
Ta có hàm mật độ: 
h 1 
f(x) =F(x)=————- 
T1 + X) 


Có thể xem đồ thị của các hàm này trên hình 22: 


f(x) 
F(x) 
1 
1/7 
0 - 0 b4 


Hình 22 


Bài 7: Đại lượng ngẫu nhiên X có hàm mật độ sau đây: 


0. x<1 
f(x)=4 A 


2y 
-đãy xác định: 
a) Hệ số A; 
b) Hàm phân phối F(x); 
e) P(2<X<8) - xác suất X rơi vào khoảng (2, 3). 
đ) Xác suất để trong 4 phép thử độc lập đại lượng X đều không lấy 
giá trị trên khoảng (2, 3). 
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Giải: 
a) Việc xác định A dựa vào tính chất ƒf@œ)dx =1. 6s 


_” 


X 


ƒf@&)dx = - lim | }- A 
a¬+z| XỈ, 


Từ đó A = 1. 
b) Từ tính chất của hàm mật độ: 


x 0, x<l 
F(x)= jf@œ)dx =4x-l 


~”œ X 


x>l 


Đồ thị của các hàm trên vẽ trong hình 23. 


F(x) 
1 
0 1 - 
Hình 23 
Ø; Ất: 
c) P(2<X<3) = F(@)- F(2) =-— =—- 
) P(2<X<3) = F() Làn 0B le 7 


d) Xác suất để X không rơi vào khoảng (9,3)(không lấy giá trị trên 


E 
khoảng đó) trong một phép thử bằng 1 ¬s =—., vậy trong bốn phép 


b2 
6 


5 4 
thử bằng (§) ~ 0,48 
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Bài 8: Theo thống kê việc một người Mỹ 25 tuổi sẽ sống thêm , 
trên một năm có xác suất là 0,992, còn xác suất để người đó chết trong 
vòng một năm tới là 0,008. Một chương trình bảo hiểm đề nghị người 
đó bảo hiểm sinh mạng cho 1 năm với số tiền chỉ trả 1000 đôla, còn 
tiển đóng là 10 đôla. Hỏi lợi nhuận của công ty đó là bao nhiêu ? 

Giải: Rõ ràng lợi nhuận là biến ngẫu nhiên X với giá trị là 10 
đôla (nếu người bảo hiểm không chết) và -990 đôla (nếu người đó 
chết). Bảng phân phối xác suất tương ứng. 


X +10 -990 


P(%) 0,992 0,008 
Từ đó E(X) = 10. 0,992 + (-990). 0,008 = 2. Ta thấy lợi nhuận 
trung bình là một số dương và công ty bảo hiểm có thể làm ăn có lợi. 


Bài 9: Đại lượng ngẫu nhiên X có bảng phân phối xác suất. 


X -Í 0 1 


P 0/2 0,3 0,5 
Hãy tính E(X), E(X?), DG). 
Giải: Theo các công thức (26), (29), (30). 
E(X) = -1.0,2 + 0. 0,3 + 1.0, = 0,3. 
#@?) = (-U?.0,2 + 0°. 0,3 + 12.0, = 0,7 z [EQŒ)]'. 
D@) = E(?) - [EŒ)] = 0,7 - 0,09 = 0,61. 
Để ý rằng có thể tính D(Œ) theo công thức (27) nhưng việc tính sẽ 
khó khăn hơn nhiều. 
Bài 10. Cho đại lượng ngẫu nhiên X có hàm mật độ 
0, x<0, 
PC) =Ả X Q-x ft W >0, 
aỀ ` 


Tìm Med và Mod của X (a>0) (tức tìm trung vị và mốt của X). 
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Giải: Đặt m=MedX, ta phái có: 


1 
F ci= 
(m) D 


Với F(x) là hàm phân phối của X ta có F(x) = ƒf(Đát hay: 


~” 


Fọo = | 0, = x<0, 
| <6? c0 50) 


Từ đó 1—e m2” =2. suy ra m= v2ln3. 


Nếu đặt m=ModX, ta phải có f(m)= 0, tức là: 
f'(m) = R - E1 0Nn =0. 
Ñ"'- s8 


Từ đó suy ra m=a. 

Bài 11: Xác suất trúng đích của một khẩu súng là p. Tiến hành 
bắn liên tiếp trong điều kiện không đổi cho đến khi có k phát súng 
trúng dích thì thôi bắn. Tìm kỳ vọng toán của số lần bắn cần thiết. 

Giải: Gọi X là số lần bắn cần thiết thì X nhận giá trị x nguyên 
nào đó nếu trước đó đã có k~1 lần bắn trúng và lần thứ x đó cũng bắn 
trúng. Để ý số k-1 lần có thể tuỳ ý (không phân biệt thứ tự trong số 
x~1 lần). Vì lần cuối cùng (thứ x) phải trúng nên: 

P(X =x)=C Sẽ 008 k' lệ kp=Clrlp kqạ x-<k, 
Để ý rằng nếu x<k thì P(X=x) = 0 (theo điều kiện đầu bài). Từ đó 
theo công thức (19). 
+ 
EQ = Š xCE-]p*a*"* = kpR Š Chạ*~k 
x=k x=k 


Ta đổi biến x—k = ¡ hay x=k*i và: 


+ : kp k 
EŒ) =kp"5Cl¿a' =——~=— 
P.0“ unTp 
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Bài 12: Cho hàm mật độ của một đại lượng ngẫu nhiên X như sau: 


0, x>0 
0<x<l 
f 
n8» „hà x)”, 162 
0, x32, 


Xác định hệ số a, sau đó tính các mômen gốc và mômen trung tâm 
tới cấp 4. 


Giải: Theo tính chất của kỳ vọng toán để tìm hệ số a ta phải giải: 


a[x°äx + aÍ@ —x)®dx =1 
0 Ï 


Từ đó a =5. ầu tiên ta tìm các mômen gốc: 
gì G q3 
=—|X -= |x(2-x)ˆdx =1 
" TK + II à 
vụ =Š [x*dx+ Si (2—x)?®dx =1,1 
h 26 2ï 
gi, 33, 
Lửm Ì xua, sI (2-x)?dx =1,3 
' D 
vị =5 [x?dx+ 3ƒ (2~x)*dx=122 
DỆ DỆ 35 


Các mômen trung tâm: 
Hị =Ũ; Hy =VyT—Vỷ =1,1-1=0,1 
Hạ =Vạ —3vv, +9v =0 
, 


Ly =V¿, =4V¡V¿ +ÖVƒv„ 8v) =— 
Hạ 4 ¡LÒ! IÝ§ ¬r 


Bài 1đ: Tìm kỳ vọng toán, phương sai và độ lệnh quân phương 
của đại lượng ngẫu nhiên X cho bởi bảng phân phối: 


9%6 


Giải: Theo định nghĩa E@Œ) ta có: 
E(X) = Ð`x¡p¡ = 1.1,6 + 3.0,3 + 5.0,1 =2 
i=1 
"Theo công thức tính DŒ), ta có: 
DỢŒ) = BE?) - [EŒ@)]? = 1?.0,6 + 3?.0,3 + 5ˆ.0,1—2?= 5,8 - 4 = 1,8 
Theo định nghĩa độ lệch quân phương, ta có: 


ø =ơ(X) = JD(X) = J1,8 ~ 1,34 


Bài 14: Tìm kỳ vọng toán của số lần xuất hiện biến cố A trong một 
phép thử, nếu xác suất xuất hiện biến cố A trong phép thử bằng p. 

Giải: Gọi X là đại lượng ngẫu nhiên chỉ số lần xuất hiện biến cố A 
trong một phép thử. Ta có bảng phân phối xác suất. 


Theo định nghĩa E@Œ), ta có: 
BE) = 0.(1-p) + 1p=p 
Bài 15: Mật độ phân phối của đại lượng ngẫu nhiên liên tục f(x) 
có dạng: 
f&)= Ax?.e*., (với K>0, 0<x<+») 
Hãy tính hệ số A và tính hàm phân phối xác suất FŒ). 
Giải: Để tìm A ta xuất phát từ tính chất của hàm mật độ phân phổi: 


1= j f(x)dx = Aj°eta 


- 


Tích phân từng phần ta có: 
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0 R §b 
_DA -#) _"=: 
39 K § K? 
K3 
Suy ra: nh 


Để tính F(), ta xuất phát từ công thức: 


F()= œ )dx' 


Nếu x < 0, ta có f(x)=0, suy ra F() = 0. 


Nếu 0<x<+œ, ta có: 


F(x) = JAx° e day! 
0 


Tính tích phân trên ta được: 


F() = 1-5 +2Kx +2) 


Chương 4 
MẪU THỐNG KÊ VÀ ƯỚC LƯỢNG THAM SỐ 


4.1. KHÔNG GIAN MẪU 


Để nghiên cứu một hay nhiều tính chất nào đấy của một tập hợp 
nhiều vật thể ít khi người ta có thể mang tất cá các vật thể ra để 
nghiên cứu vì số lượng lớn và có khi thí nghiệm làm hư hỏng vật thể. 
Vì vậy người ta tìm cách lấy ra một số trong tất cá các vật thể nói trên 
để nghiên cứu rồi từ đó kết luận về các tính chất cần thiết của tất cä 
các vật thể ban đầu. 

Để nghiên cứu chiều đài của hạt lúa thuộc một giống nào đó thì 
người ta không thể mang tất cả các hạt lúa ra đo được; để biết thời 
gian có thể làm việc của bóng điện không thể mang tất cả bóng điện 
đã sản xuất ra để thí nghiệm dược. 

Tập hợp tất cả các vật thể ban đầu được gọi là tập hợp chính, hay 
còn gọi là tập hợp toàn bộ. Tập hợp các vật thể lấy ra được gọi là mẫu. 
Số phần tử của mẫu được gọi là số lượng của mẫu (còn gọi là cỡ mẫu). 

Bằng một phương pháp có thể lấy ra nhiều mẫu khác nhau có cùng 
một số lượng. Tập hợp tất cä các mẫu có thể lấy ra được gọi là không gian 
mẫu và mỗi mẫu được coi là một điểm của không gian mẫu. 

Người ta phân biệt hai loại mẫu là mẫu có lặp và mẫu không lặp. 
Xét tập hợp chính gồm ÑN vật thể a,, a,,..., ay và mẫu gồm n vật. thể 
(n<N) ký hiệu là a,,, a„,..., a„. Cách lấy mẫu thứ nhất như sau: trước 
tiên ta lấy hú hoạ (ngẫu nhiên) một phần tử trong tập hợp chính và 
gọïlà azsau đó lề -3 phần tử lấy được trỏ lại tập hợp chính, rồi lại lấy 


~-09 - 


hủ họa một phần tử làm phần tử thứ hai a;;, lại bỏ phần tử thứ 2 trở 
lại tập hợp chính rồi lấy hú họa một phần tử làm phần tử thứ ba a,, 
và cứ tiếp tục như thế đến phần tử thứ n thì được a,, Như vậy một 
phần tử có thể được lấy nhiều lần. Mẫu được lấy ra như vậy được gọi 
là có lặp. Cách lấy mẫu thứ hai như sau: lấy từ tập hợp chính phần tử 
thứ nhất và không bỏ nó trở lại nữa, tiếp tục lấy phần tử thứ hai và 
không bỏ nó trở lại, tiếp tục lấy phần tử thứ ba v: v... Như thế sẽ 
không có một phần tử nào được chọn 9 lần. Mẫu này được gọi là mẫu 
không lặp. 

Nếu số phần tử trong tập hợp chính là N và mẫu có số lượng n thì 
có N" cách lấy mẫu khác nhau trong trường hợp mẫu có lặp. Thật vậy 
vì mỗi phần tử trong mẫu có lặp có thể được chọn N cách, vậy n phần 
tử có N" cách chọn khác nhau. 

Tương tự ta có N(N -I1)....(N - n+1) cách lấy mẫu trong trường 
hợp không lặp. Trong cách tính này ta có chú ý đến thứ tự các phần tử 
trong mẫu. Nếu ta không để ý đến thứ tự các phần tử trong mẫu 
(nghĩa là hai mẫu được coi như nhau nếu chúng cùng chứa những 


n 


phần tử như nhau) thì số mẫu không lặp có thể lấy ra là ^N với 
nl 


W. =N(N-1)...(N—n+]). 


n 


Nếu N lớn và n nhỏ thì NÈ khá gần 1. Điều đó chứng tỏ khi N 


lớn và số lượng của mẫu bé thì việc lấy mẫu có lặp cũng có kết quẩ gần 
với việc lấy mẫu không lặp. 

Muốn cho từ mẫu lấy được có thể suy ra tương đối chính xác tính 
chất của tập hợp chính thì mẫu phải tiêu biểu. Mẫu được coi là tiêu biểu 
nếu người ta lấy mẫu một cách ngẫu nhiên, nghĩa là lấy thế nào để mọi 
phần tử của tập hợp chính có thể rơi vào mẫu với xác suất như nhau. 

Với các định lý của lý thuyết xác suất trong các chương sau, từ 
tính chất của vật thể ở mẫu ta thấy rằng có thể suy ra tính chất của 
các vật thể trong tập hợp chính với độ chính xác cho trước. 
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Trong thực tế có nhiều cách lấy mâu. Sau dây ta sẽ trình bày 
phương pháp lấy mẫu ngẫu nhiên đơn giản là phương pháp thường dùng. 

Giá sử tập hợp chính có N phần tử và cần lấy mẫu với lượng 
nín<N). 

Người ta đánh số tất cả các phần tử thuộc tập hợp chính từ 1 đến 
N, đồng thời làm N chiếc thẻ đánh số từ 1 đến N. Từ N thẻ rút hú họa 
một chiếc, ghi lấy số của nó rồi lấy phản tử trong tập hợp chính có số 
trùng với số vừa lấy được làm phần tử đầu tiên của mẫu. Bỏ thẻ vừa 
rút ra được trở lại tập hợp các thẻ, sau đó rút hú họa lần thứ 3, đọc số 
của thẻ vừa rút ra và lấy phần tử có mang số thứ tự này làm phần tử 
thứ 3 của mẫu. Lại bỏ thẻ vào và rút ra lần thứ 3. Cứ làm như vậy cho 
đến lần thứ n thì lấy được đủ n phần tử của mẫu, và như vậy ta có một 
mẫu có lặp. Nếu thẻ đã rút ra không được trở lại nữa thì ta có mẫu 
không lặp. 

Nếu số phần tử N của tập hợp chính lớn thì không thể dùng các 
thẻ để lấy mẫu được mà người ta thường dùng bảng số ngẫu nhiên. 

Sau đây là ví dụ dùng bảng số ngẫu nhiên của Kadurốp. 

Mỗi số thuộc bảng này gồm 4 chữ số (4 phần tử), 5 số lập thành 
một nhóm, 10 nhóm lập thành một cột và mỗi trang có 10 cột. Như vậy 
mỗi trang có 5*10*10=500 số ngầu nhiên. Bảng số gồm nhiều trang. 

Trong mỗi số, các phần tử (4 phần tử) được chọn một cách ngầu 
nhiên trong các số từ 0 đến 9 (Bảng V phần phụ lục). 

Bây giờ giả sử một tập hợp chính có 543 phần tử và cần lấy mẫu 
có số lượng là 13. 

Trước hết ta đánh số tất cả các phần tử ở tập hợp chính từ 0 đến 
542. Sau đó dùng bảng số ngẫu nhiên chọn hú họa một trang, trong 
trang ấy lấy hú họa một cột rồi lại chọn hú họa một số trong cột vừa 
chọn. Ba chữ số bất kỳ của số vừa chọn được lấy làm số của phần tử 
thứ nhất của mẫu (nếu ba chữ số đó lập thành một số bé hơn hoặc 
bằng 542. Ta còn phải lấy 11 phần tử nữa, có,thể theo một cách đọc số 


[0I 


bất kỳ đã định trước. Ví dụ ta có thể dọc từ trên xuống dưới hoặc đọc 
ngược từ dưới lên trên theo cột, hoặc đọc ngang theo hàng từ trái sang 
phải hoặc từ phải sang trái. Từ đó có kết quả cần tìm chẳng hạn số 
đầu tiên đọc được là 2157 ở trang đầu cột thứ 3, hàng 2 từ trên xuống, 
ta bỏ một chữ số bất kỳ trong 4 chữ số trên di, chẳng hạn ta bỏ số 7 và 
được số 215 làm phần tử đầu tiên của mẫu. Ta đọc từ trên xuống dưới, 
đọc theo cột ứng với vị trí các chữ số đã được chọn, bỏ các số lớn hơn 
ð49 di, ta được các số tiếp theo: 250: 069; 381: 164; 084; 438; 050; 486; 
501; 364; 031. Và như vậy được mâu cần thiết. 

Nếu lấy mẫu không lặp thì dối với các số trùng nhau ta chỉ giữ lại 
một số. Sau đây để đơn giản khi ta nói đến mẫu thì có nghĩa là mẫu có 
lặp và lấy theo phương pháp ngẫu nhiên dơn giản. 

Nếu lấy mẫu từ tập hợp chính để nghiên cứu đại lượng ngẫu 
nhiên X và được kết quả là (X;, X¿..... X,) thì ta còn nói là đã lấy mẫu 
(Œ.,X¿,..., X,) từ đại lượng ngầu nhiên X. 


4.2. PHÂN PHỐI MẪU VÀ PHÂN PHỐI CHÍNH XÁC 


Giá sử mẫu (X,, X„...., X,) từ đại lượng ngẫu nhiên X có hàm phân 
phối F(x) (còn gọi là phân phối chính xác của X). Ở đây vì chưa biết F(x) 
nên ta căn cứ vào mẫu để tìm một hàm số nào dấy gần với F(x). 

Ta lập một hàm phân phối xác suất mới F,(x) bằng cách đặt: 


F„(x)= ”* () 
n 


trong đó n, chỉ số phần tử của mẫu có trị số nhỏ hơn x < x), F,(x) 
được gọi là hàm phân phối mẫu của đại lượng ngẫu nhiên X. Rõ ràng 
là sau khi đã lấy mẫu rồi thì phân phối này được xác định hoàn toàn. 
Theo (1), F,) là tần suất của sự kiện (X<x) ứng với n phép thử độc 
lập. 


Ta thấy (1) tương đương với: 


"102 


EX=X2=2 (=1, 5,:- :› ĐH) (2) 
n 


Rö ràng hàm phân phối mẫu cũng là một hàm phân phối xác 
suất. Từ phân phối mẫu E,(x), theo các định nghĩa ta có: 


Kỳ vọng mẫu của X: 


3 "Ị tử. - 
EnŒ) =3 —X¡ =—3,Xị¡ =X (3) 
Hs Hịzi 
Phương sai mẫu của X: 
LỆ ng) Đàn LÊ cuc L$4x,-#)? (4) 
¡„a "mm 


Ở đây E„Œ) và D,(X) chỉ kỳ vọng và phương sai của X được tính 
theo phân phối mẫu F,(x), khác với E(X) và D(X) được tính theo F(x). 
Để đơn giản, sau này ta dùng ký hiệu EX thay cho E(X) và DX thay 
cho DŒX). 

Ta cũng tính được các mômen mẫu vịụ.. các mômen trung tâm 


mẫu như sau: 


và các hệ số bất đối xứng, độ nhọn mẫu: 


`. 

` wŸ 

Ñ,=FtL-~ (6) 
Hỗ : 


Cần phân biệt hàm phân phối mẫu F,(x) của đại lượng ngẫu nhiên 
X, với hàm phân phối chính xác F(x) của đại lượng ngẫu nhiên X. 

Như ta đã biết F,(x) bằng tần suất của sự kiện (X<x) còn 
F(x)=P(X<x) bằng xác suất của sự kiện dó. . 
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Do đó, với n khá lớn người ta dùng F,(x) thay cho F(x) khi F(x) 
chưa biết. 

Để cho đơn giản, từ nay về sau chúng ta nói hàm phân phối của X 
là nói hàm phân phối chính xác của X, còn khi cần đến F,(x) ta sẽ nói 
rõ là phân phối mẫu (hay phân phối thực nghiệm) của X. 


4.3. PHÂN PHỐI XÁC SUẤT CỦA ĐẠI LƯỢNG THỐNG KÊ TRÊN 
KHÔNG GIAN MẪU 


4.3.1. Phân phối xác suất của đại lượng thống kê 


Giả sử ta có mẫu (X:,..., X„) từ đại lượng hgẫu nhiên X có mật độ 
f(x). Rõ ràng X, (i=1,..., n) có thể nhận mọi trị số trên miền giá trị của 
X với luật phân phối f(x, và vì mẫu có lặp nên người ta qui ước các X, 
(i=l,..., n) cùng có phân phối xác suất, và chúng độc lập với nhau. 
Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên (một chiều) thì (X;,..., X,) là một véctơ 
ngẫu nhiên (đại lượng ngẫu nhiên n chiều), (X;,..., X„) có thể nhận các 
trị Œụ, ..„ X) trong đó x,(=1,.., n) là các hằng số ứng với một mẫu cụ 
thể đã được lấy ra, (X,,..., X,) có mật độ là f(x) x..xf(x„). Một hàm 
số gŒ:,..., X,) bất kỳ với biến là (Xị,..., X,) được gọi là đại lượng 
thống kê trên không gian mẫu. Vì (X,...., X,) là đại lượng ngẫu nhiên 
(nhiều chiều) nên g(X;,..., X,) cũng là đại lượng ngẫu nhiên. 


Ví dụ, kỳ vọng mẫu: 


và phương sai mẫu: 


cũng như các đặc trưng mẫu nói ở 4.2 đều là các đại lượng thống kê 


trên không gian mẫu. 
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Cho Y=g(X,,.... Xu) là đại lượng thống kê và f(x,)+*...«f(x„) là 
mặt độ của (X,..... XJ). Vấn để đặt ra là hãy tìm hàm phân phối H(y) 
của Ấ, 
'Ta có thể chứng minh được: 
H(y) = ƒf(x,)...[(x,,)dx,...dx,, 
G 
VỚI 


G10 ii, )JÐt6nasvfo J3) 


Trên đây ta mới nêu một phương pháp để từ luật phân phối xác 
suất của (X;,.... X,) suy ra luật phần phối của gŒX:,..., X,). Tất nhiên 
còn nhiều phương pháp nữa như dùng hàm đặc trưng, đổi biến số v.v... 
để giải quyết tuỳ theo bài toán cụ thể (nghĩa là tuỳ dạng của f(x) và 


của gŒ:,..., X,)). 


4.3.2. Phân phối xác suất của một số đại lượng thống kê 
thường gặp 

a) Ta biết nếu X và Y là hai đại lượng ngẫu nhiên độc lập với 
nhau và có phân phôi chuẩn N(a,øy ) và N(b,øš) thì X+Y có phân phối 
chuẩn N(a+b,ø; +øơj) (Để cho tiện từ đây ta dùng chữ phân phối 
chuẩn cũng có nghĩa như phân phối chính quy và dùng ký hiệu 
N(a,ø”) để chỉ phân phối chuẩn có kỳ vọng a và phương sai ø”). Từ 
nhận xét trên suy ra : 

Định lý I. Nếu mẫu (X.,..., X.) được lấy từ đại lượng ngẫu nhiên 


"1 
X có phân phối chuẩn N(0, ø”) thì X= ` 3X, có phân phối chuẩn 
ì ¡=1 


D) 


b) Phản phới ý” (dọc là khi bình phương). 


Định nghĩa. Nếu X, (I=1...., n) là các dại lượng ngẫu nhiên độc lập 


và cùng có phân phôi chuẩn N(O,1), thì phân phối xác suất của 
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= “ Z* 5 n . s“ 
z SXi được gọi là phản phối x” với n bậc tự do (n là một số 
1=l 
nguyên >1) và ký hiệu là xj. 
Định lý 2. Hàm mật độ của đại lượng ngẫu nhiên có phân phối x” 


với n bậc tự do có đạng: 


(6) 


với u >0 và T(a)= Íx"'e *dx (a >1). 
ụ 


Chứng mình: Ta chỉ cần chứng mình hàm đặc trưng của U trùng 
với hàm đặc trưng của đại lượng ngẫu nhiên có mật độ (2). Hàm đặc 
trưng của Xỉ là : 


t2 X N” 
+ t£ = (I-30) 
9 


gA) = Re _- [ee #dK= ƒe “ dx 
v3n .„ v+Tn .„ 
đấu #= x/1-9j^. 
1 Ñ “cấu 1 
g()=—————z:-= |e “ Ídz=———> 
(-3iA)? V2a J (=1A)" 


1C S- z xe 
vì ƒe ?dz= 2m. Các đại lượng X, (=1, 2,..., n) độc lập và cùng 


phân phối xác suất nên U có hàm đặc trưng là: 


1 
wÀ)=z———s 
ùũ-øãJ"” 


Bây giờ ta tìm hàm đặc trưng của đại lượng ngầu nhiên có 


mật độ (9). 
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g2) ƒu? e #e'“"qdu 
ø " 
„„r[nìo 
ồ 
] "..-.. 
= ƒu7 e? du 
" 
nìo 


h 
: 1 23Z  \8 : 2 
gÚ.) = [li z|° **riyt 
n \ 1-31?) 1- 312 
zz mì» 
3#] J 
y H 
( St] "5 ñ=E 


Như vậy w(^À) = g(À). đó là điều cần chứng mình. 


W 23 4 6 3$ 10 J1 14 


Hình 24 
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Ø trong hình 94, ta có đồ thị của mật độ phân phối x” với bậc tự 


đo n=1;9; 3. Bây giờ xét mẫu (X,,..., X,) từ đại lượng ngẫu nhiên X. 
Định lý 3. Nếu X có phân phối chuẩn N(a,ø?), thì = .z S” có phân 
S5 


phối xŸ với (n-1) bậc tự do. 


n 
9 


Ls> có thể biểu 


Để chứng minh định lý 3 người ta chỉ ra rằng 


diễn dưới dạng tổng của (n-1) đại lượng ngẫu nhiên độc lập với nhau, 
có cùng phân phối chuẩn N(0,1), tuy nhiên việc làm này tương đối dài 
nên ta không đưa vào đây. 


©)Phản phối Stiudơn 


Định nghĩa: 


Đại lượng ngẫu nhiên t có dạng: 


2 
t=-=vn vi 
Km "n Œ) 


Với z có phân phối chuẩn N(0,1), u có phân phối xŸ với n bậc 
tự do, u và z độc lập với nhau, thì phân phối của t được gọi là 
phân phối Stiudơn với n bậc tự do. Mật độ của phân phối Stiudơn 

“với n bậc tự do là: 


r1 9*4) 
f(t) = T ¿ q : n+l1 (8) 
IH. l sìs 
n 


. T08 


Trong hình 25 có mật độ của phân phối Stiudơn với bậc tự do 


n=l1, 5, 10. 


Hình25 


Xét mẫu (ŒX,,..., X,) từ đại lượng ngẫu nhiên X. 

Định lý 4. Nếu X có phân phối chuẩn Nía., ø”), thì t= ¬ *vn(n 
số lượng của mầu, X- trung bình "mẫu, §= vs” : 
S”= — Š\, — XỶ ) có phân phối Stiudơn với (n-1) bậc tự do. 


I=] 
đ) Phân phối F` của Phiso-Sneđềco 


Định nghĩa: 
Nếu đại lượng ngả: nhiên F có dạng: 

Uỉ 
(9) 
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trong đó Uƒ và Uš là các đại lượng ngẫu nhiên độc lập với nhau có 
phân phối x” với n, và n; bậc tự do thì phân phối của F được gọi là 
phân phối F với n¿, n, bậc tự do ( ký hiệu F ). Mật độ của phân 


nịny 


phối F với nạ, n„ bậc tự do là: 


'Í nị +n; l[ nìị Ì › xuAt _tị+n; 
9 : Lót ? 
-/. sp ở l na) 


g(f)Z—— + `— 
I)¡Ý 
2 3 


Hình 26 cho biết đồ thị của mật độ phân phối F›; ; và F;zo. 


lỗ: 5 


n¡=lŠ, nạ=50 


n¡=l5, n;=§ 


Hình 26 


Bây giờ giả sử có các mẫu (X,...., X„„ ) từ đại lượng ngẫu nhiênX, 
(Ÿi,.... Yạ,) từ đại lượng ngẫu nhiên Y và : 


. Si n 
nụ I=] _ 
3 ễ _ để „ n _- 2 
lửa nụ -;àK: s 


110 


Định lý 5. Nếu X và Ý độc lập và đều có phân phối chuẩn với 


cùng phương sai ()X=DY) thì có phân phối F với (n,-1) và 


Sị 
(n„- 1) bậc tự do. 


4.4. PHÂN PHỐI TIỆM CẬN CHUẨN CỦA ĐẠI LƯỢNG THỐNG KÊ 


Theo các định lý giới hạn, khi số lượng của mẫu n tăng lên vô 
cùng thì có thể chứng minh được nhiều đại lượng thống kê có phân 
phối xác suất tiến tới phân phối chuẩn, các phân phối đó được gọi là 
phân phối tiệm cận chuẩn. 

Trong thực tế, với n khá lón sự khác nhau giữa phân phối chuẩn 
và phân phối tiệm cận chuẩn dược coi như không đáng kể. Điều này 
rất quan trọng vì nó cho phép áp dụng những kết quả tốt đối với phân 
phối chuẩn vào trường hợp phân phối tiệm cận chuẩn. 

4.4.1. Giả sử có mâu (X,,..., X,) từ đại lượng ngẫu nhiên X có 
phân phối xác suất bất. kỳ. 


Định lý I. Nếu tôn tại EŒ)=a và D(X)=ơ” với a và ơ là hai hằng 
số thì jn (X =a) có phân phối tiến tới phân phối chuẩn N(0;1). 
Ø 
4.4.2. Ở 4.3. chúng ta đã biết nếu các X, (=l,...., n) độc lập với 


"n 
nhau, cùng có phân phối chuẩn N(0;1), thì U = 9`Xƒ có phân phối xác 


m 
suất x” với n bậc tự do. 
Định lý2. Nếu n -> + và U có phân phối x” với n bậc tự do thì : 
(v2U ~v2n-—] ) 
có nhầu phối tiến tới phân, phối chuẩn N(0;1). 
Ở đây tốc độ tien kna nhanh nên với n>30 đã có thể coi phân phối 


của (/zư _ vn -1) như phân phối chuẩn N(0;1). 


4.4.3. Giả sử các X. (=1,.... n) độc lập với nhau và có cùng phân 
phối chuẩn N(u;ø”) thì như đã biết: 


có phân phối Stiudơn với (n-1) bậc tự do: 
Tế " 1 n ö 
X=-}uE§ =s„— -x 
nà (n - 1) \ : 


Định lý 3. Nếu n->+z và phân phối Stiuđơn với (n-1) bậc tự do 
thì phân phối xác suất của t tiến tới phân phối chuẩn N(0;1). 

Với n> 30 bảng phân phối Stiudơn được coi như trùng với bảng 
phân phối chuẩn N(0;1). 


4.5. HÀM ƯỚC LƯỢNG CỦA MỘT THAM SỐ CHƯA BIẾT 


Trước hết ta xét một vấn đề thực tế như sau: 

Cho hai điểm A và B trên mặt đất và không trùng nhau. Để tìm 
khoảng cách chính xác 0 giữa A và B người ta tiến hành đo đạc. Giả 
sử đã đo n lần và được các kết quả là X¿,..., X.. Rõ ràng là các X, (=1, 

„ n) nói chung khác 6 vì có sai số, với các số liệu đó người ta không 
thể tính chính xác được 0 tuy biết chắc nó tôn tại và nhận giá trị 
trong khoảng (0,+©), thường người ta dùng X = _X, thay cho 0, 

I=] 
và điều này đã được coi là hiển nhiên trong cuộc sống hàng ngày. 

Nếu xét kỹ hơn thì ta thấy ở lần đo thứ ¡ ta nhận được X; =9 +, 
với ð, là sai số đo đạc. Với một số giả thiết mà thực tế chấp nhận được 
thì các ð; là các đại lượng ngẫu nhiên độc lập cùng có phân phối 
chuẩn N(0,ø”) với ø” đã biết, khi ấy X, =0+ô, cùng có phân phối 
chuẩn NO, ø”). Vì các X, độc lập nên có thể coi Œ¿,..., X,) là mẫu lấy 
từ đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn N(0, ø”) và ta cần tìm 
hàm ước lượng của 9 căn cứ vào (X:,..., X,). ï 
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Bàn toán tìm hàm tước lượng của tham số, một cách tổng quát 
thương được đặt ra như sau: 

Cho X là dại lượng ngàu nhiên có luật phân phối Pịx, 0), dạng 
của P đã biết (do ấp đụng lý thuyết chúng, do giả thiết hoặc một lý do 
nao đấy) song chứa biết và văn tìm 0, thực ra người ta chì biết 0 
thuộc một miễn © nào đó đã biết, Việc tìm giá trị thực của tham số 0 
rất khỏ Rhăn nên người ta chỉ ước lượng 0 căn cứ theo kết qua của 
màu, Muôn vậy người ta lấy mẫu (X,,.... XJ) và lập một dại lượng 
thống kê 0 (X,...., X¿) để dùng thay cho 0. 

Định nghìa l. 

Đại lượng thống kê 00, +. Xu) được chọn để dùng thay cho 9 

được gọi là hàm ước lượng của Ø Chay còn gọi là ước lượng của 9). 
- X„) là đại lượng ngẫu nhiên vì nó là đại lượng thống kể. 
Với mỗi giá trị cụ thể (X,..... X„) của mẫu thì 0(X,,.... X,Ÿ là một 
điểm trên trục số thực. điểm ấy được dùng thay cho 0. vì thế nên còn 
gọi 0ØX,..... X„) là ước lượng điểm của 0. Cần chú ý rằng 0 chỉ phụ 
thuộc (X:..... X„.) mà không phụ thuộc 0. 

V7 dụ: Cả sử RX = h. DXEø” và mẫu là (X....., X,) thì có thể 

: Lẻ \ 3ã, - Lạc nh 
tôi X= : SX, là một ước lượng của „ và S7 = : XŒ; ~X)” là ưóc 
m ịn 
lượng của ø”. Trong bài toán mở đầu ta đã lấy X làm hàm ước 
lượng của 0=EX. 

Bài toán tìm hàm ước lượng nó! trên dược gọi là bài toán ước 

lượng tham số. đó là một trong các bài toáw-cø bản của thống kê 


toán học. 


Ứng với một tham số 9 có vô số hàm ước lượng khác nhau. Vấn đề 


là phải chọn 0(X,,... ,X„) theo các tiêu chuẩn nào và thế nào là ước 


lượng tốt nhất? Từ đó có các định nghĩa sau: 


Định nghĩa 2. 

Hàm tưóc lượng Ô(X,, se „0n )' (GUÁ 0: được gọi là ước lượng không 
chệch nếu: 

EÔ(X\,... ,X„) =0 (10) 
với bất kỳ 9 e ©. 

(Trong công thức (1) kỳ vọng của Ô(X:, -Ö-„X„) được tính theo 
phân phối xác suất của (X;,.... ,X„) ứng với giá trị của tham số là 0. 
Đối với các công thức tính kỳ vọng về sau ta cũng hiểu với nội dung 
như vậy). 

Nếu coi ô(X;,... ,X„) - 6 là sai số của ước lượng thì điều kiện (10) 
chứng tỏ rằng kỳ vọng của sai số bằng không. Nói một cách khác 
không có sai lầm hệ thống lệch về một phía. 


Ví dụ 1: Kỳ vọng mẫu X la ước lượng không chệch của EX = . 


Thực vậy, vì: ? 
EX =E—ŠX; = ~Š'E, =ụ GD 
ĐT n 


ằ2 _ IẢC) : 
Ví dụ 2: Giả sử DX = ø° và Š* = —Š*(X, -X)°, sẽ chứng minh 
n 
Š? là ước lượng chệch của ơ°: 


BỂ? - -E).ŒX, -## =_ B) |QX ~EX,) ~ ( - BÄ)]* 
i=l 


¡=] 
x. -B3. {(X; -EX,)? + (&- BX)? - 3X, - EX,)(& ~EX)]} 
Hn 


= LEỀ' @, ~EX,)° + LE| nfX- E&)? ~2n(Š - EX)”] 
TT n 


-ựt 09) 
lì 
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Vậy S8” là ước lượng chệch của ø”. Từ kết quả trên có thê suy rà 
ngav được răng: 


TS ;LẲ -XƑ (13) 
=4.) 


là ước lượng không chệch của ơ”. Thực ra .¬ tiến tới 1 rất 
nhanh khi n tăng nên trong thực tế nếu n > 50 thì người ta coi §” 
cũng như 8”. 

Độ chính xác của ước lượng không chệch: 

Giả sử ÔCX,....X„)là ước lượng không chệch của 0 và 
D0(X\,...,X„,) = øŸ, thì theo bất đẳng thức Trêbưsép ta có: 


P||ôQX,.... .Xu„)~ 6] < sơ s4 ni (14) 
\ cơ" c= 
Nếu chọn e =3 thì: 
P|Ö(X,.... Xu) 0) <3ø)>1 =2 < 0889 (15) 


Công thức (15) đúng với bất kỳ phân phối xác suất của X. Nếu 
Ú(X,, . Xu) có phân phối chuẩn thì vế phải của (15) sẽ lớn hơn và 
xấp xI 0.997. 

Trong thực tế người ta thường viết: 

|0(Xị.....X„.)~ 0Ì< 3g (16) 


(16) được gọi là công thức 3ø. Ta hiểu (16) theo nội dung của (15). 
Định nghĩa 3. 


Hàm ước lượng 0(X,...., X,) của tham số 0 được gọi là ước lượng 
vững nếu với bất kỳ số e > 0 cho trước và với bất kỳ 0©: 
: Jựẽ _..a (q17) 

CC 2Q lý (Xị.... -Ấn)- <e E 1 


ở đây xác suất P được tính ứng với tham số U. 


Điều kiện (17) chỉ rằng: sự kiện 8„ trên đó 0(X,..... X„) khá gần 
0 có xác suất tiến tới 1 (P(S„) —> +1) khi n -> zx. Ở đây 8, biến đổi khi 
n thay đổi. 

Nói cách khác: khi n khá lớn thì xác suất để sai số tuyệt đối của 
ước lượng vững không vượt quá e gần bằng 1. 


Định lý I. Nếu 6Œ, ... .Xu„) là hàm ước lượng của Ø sao cho: 


a) 0(X,... .,X„) là ước lượng không chệch của 0 hoặc 
lim [Eô(X,......X„)- 6] = 0 (độ chệch tiến tới 0), 
lì» + 
bì lim D(X,....X„)=0 thì Ô(X,....X„)là ước lượng 
lạ => * #Z 
vững của 9. 


Ví dụ 3: Xét xem X có phải ước lượng vững của EX, =It hay 
không? 

Trong ví dụ 1 đã chứng minh X là ước lượng không chệch của 
vậy điều kiện a) của dịnh lý 1 đã được thỏa mãn. ta xét tiếp: 

nể - D| Šx,Ì- ki nggu2- (18) 
Nịj 1g W. t1 DĐ) 

để có (18) ta chú ý rằng vì các X, độc lập với nhau nên cov(X;,X;)= 0 
với ¡#J. Rõ ràng là DX -= =— > 0 khi n -› +z và điều kiện b) của 
định lý 1 cũng được thỏa mãn, vậy X là ước lượng vững của H: 

Định nghĩa 4: 

Nếu ô(%X,...., X,) là ước lượng không chệch của 6 và Dô(ŒX,,..., X„) 
không lớn hơn phương sai của bất kỳ hàm ước lượng không chệch 
khác, thì 0@, ...„ Xu) được gọi là ước lượng không chệch có phương 


sai bé nhất của 9, hay còn gọi là ước lượng hiệu quả của 0. 


I16 


Ta đã biết D0(X,..... X,) chỉ độ phân tán các giá trị của 0 
quanh trị số đúng 0(vì Ô không chệch nên DÔ(X,, .. „ Xu) càng bé thì 
xác suất để Ô(X;..... X,) lấy các giá trị gần 0 càng lớn; 

Một vấn dề được dặt ra là có hàm tốc lượng không chệch nào có 
phương sai bằng 0 hay không ? Trả lời vấn để này có định lý sau: 

Định lý 2. Cho mẫu (X.,..., X,) lấy từ đại lượng ngẫu nhiên X có 
mật độ f(x,0) thoả mản một số điều kiện nhất định (thường được 
thỏa mãn trong thực tế) và 0 (X,...., X,) là một hàm ước lượng không 
chệch bất kỷ của Ø thị: 

bÊ G08 —————= (19) 

"| ¿In * 2Ì 
ê0 
(19) được gọi là bất đáng thức thông tin, hay còn gọi là bất đẳng thức 
Crame-Rao. Công thức (19) khẳng định rằng không tôn tại một hàm 
ước lượng nào có sai số bằng không và còn cho biết một cận dưới của 
các phương sal là: 
1 


: Rị Eu kh 


ê0 
Ví dụ 4: Xét xem X có phải ước lượng hiệu quả của EX=t trong 
trường hợp X có phân phối chuẩn N(t.ø”) hay không ? 


Biết rằng êln [(x.6) _ x ã 
ê0 ơ? 
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TÚM TẮT KẾT QUÁ 


l5 s | Hàm ước be g3 Các tính chất 
Tham số _ : Ệ 3 
cẩn ốc : lượng XX....X,) | D0(X;...,X„) : HA 
lượng ĐỨ „2 .J 0(X:.....Xu) 
l f. l Ị Không 
Kỳ vọn =. dÿH | D) chệch, vững, 
kX ct X=->X, H s hiệu quả 
Bịai : "n (nếu X có 
* Khi phân phối) _| 
: Không 
: ã m = k, “ 
Xác suất | Tản suất P ĐŒ~P” | chệch, vững, 
hiệu quả 
l(  n-3 ¿\ 
|IHụ~ đ | 
HỆ ,ú«1 7 Khô 
sẽ ông 
về „| chệch, vững 
H,=E(X-EX) 
' SRN caế sài 


_= "I ai ( TẾ ". 


a0 G ƠØ 


9 


Ta biết DX =Ÿ- „ nghĩa là DX bằng biểu thức ỏ vế phải của (19), 
n 


vậy X là ước lượng hiệu quả của Iu. 


ĐÔ _- ái TU la a ĐC š ..¬-: - 
Ở dây coi tần suất -— là đại lượng ngẫu nhiên và ---= !*L-- với 
n n n 


X,=I1,...n) là các đại lượng ngẫu nhiên độc lập: X, nhận giá trị 1 với 


xác suất p và giá trị Ú với xác suất (1-p), vì vậy có thê tính tị " và 
n 


l| ") dẫn đến kết quả như trên. 
n 


II8 


Ví dụ 5: Trong một xí nghiệp để tính số đơn vị nguyên liệu cần 
thiết để sản xuất ra một thành phẩm người ta lấy mẫu với số lượng 20 


và dược các số liệu: 3,0; 3,8: 3,1: 3.2; 3,5: 3,2; 3,5; 3.6; 3,3; 3.8; 3,5; 3,2; 


1Ú: 3,6: 2,1: 3.5: 4,3: 3.5: 3.0: 1.0. Hỏi số lượng đơn vị nguyên liệu cần 
thiết cho mỗi thành phẩm là bao nhiêu? 

Gọi X là đại lượng ngẫu nhiên chỉ số lượng đơn vị nguyên liệu cần 
thiết để sản xuất ra một thành phẩm, như vậy cần ước lượng EX=I. 


Căn cứ theo mẫu, lấy X làm ước lượng cho (đây 


sủ 5 : 
X« _ >X, =3/5 và. : = 0/08) ta có: 6= 3.5 +0,24(3 x0,08) với xác 
30 vn 


suất là 0,889. 

7í dụ 6: Trong số dân của thành phố Vácsava chọn hú hoạ 900 
người. sau khi hỏi từng người xem hè vừa qua nghỉ ở dâu thì biết có 
200 người nghỉ ở miển núi. Vậy kết luận thế nào về tỷ số người ' 
Vácsava nghỉ hè ở miền núi nói chung? 

Ở đây cần ước lượng xác suất p của sự kiện (người Vácsava nghỉ 
hè ở miền núi). 'a dùng tần suất làm ước lượng cho xác suất. 

m 300 


Lập tần suất = = 0,222 có thể nói ngay có 32,2% dân số 
n 90U 


Vácsava nghỉ hè ở miền núi nói chung, tuy nhiên ta cần biết sai số 
trung bình là bao nhiêu. 


m _ pÐŒ~=Pp) 
n 


liết rằng DÍ nhưng p không biết nên phải thay 


" 


: * 0,013)”, từ đó ta có tỷ số cần tìm 
900 


27/0 sẽ 
bằng 22 “ĐỀ nh)» CÁ. Âng 2) 
"n 


n 
lày 


02222 +ð x0,013 z 0.33 +0,04. 
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4.6 ƯỚC LƯỢNG THAM SỐ THEO PHƯƠNG PHÁP HỢP LÝ CỰC ĐẠI 


Ước lượng tham số theo phương pháp hợp lý cực đại do Phisơ để 
ra là một trong những phương pháp ước lượng quan trọng và hay dùng 
nhất. 

Giả sử đại lượng ngẫu nhiên X có mật độ phân phối xác suất 
{(x,0), với đạng của f đã biết còn 9 chưa biết. Để ước lượng 0, ta lấy 
mẫu (X;,..., X„) và lập hàm số: 

L(0) =f(X,,0)x...x f(X„,0) (30) 

L(0) dược gọi là hàm hợp lý của mẫu, nó phụ thuộc ŒXị,.... X,„) 


và 9 nhưng ta coi ŒX,..., X,) là các hằng số còn 0 được coi là biến số. 


Coi (X,,...., X,) là các hằng số vì trong thực tế sau khi lấy mẫu thì 


ta đã biết các trị số cụ thể của (X,..... X,) là các hằng số. Vấn đề đặt 
ra là tìm Ô €..... X,) sao cho: 
LÍ0(X,...... X„,)Ì> LÁ0) 1) 


với bất kỳ 0© (© là miền giá trị của 0. nói cách khác © là tập hợp 
các trị số mà 0 có thể nhận dược). Vì hàm lôgarit đơn điệu nên ta còn 
xác định Ú (\; <. ; Xu) từ: 
t(0(X,,....X„)) > “) (93) 
với bất kỳ 0e ©. và với: 
((Ô) = log„ L(0) = In L(0) 

Ước lượng ô (ŒX,,..., X,) được xác định bởi (21) hoặc (22) được gọi 
là ước lượng hợp lý cực đại của 0. 

Nếu diều kiện có đạo hàm dược thỏa mãn thì tại 6Œ, HẠ 


d/(0) 


=0 23) 
d9 ( 


Phương trình (23) được gọi là phương trình hợp lý và mọi nghiệm 
của nó, nếu thỏa mãn (21) hoặc (22) đều là ước lượng hợp lý cực đại 
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của 0, Thường người ta tìm ước lượng hợp lý cực đại dưới dạng 
nghiệm của (23). 

Ví dụ 1: Giả sử X có phân phối chuẩn NHU.ơ°), ø” đã biết, và 
máu có được là (X........ X„). Hãy tìm ước lượng hợp lý cực đại của tu. 


Trước hết ta lập LÍU) 


ở dây Ð =tt. 
1 : 
(0) = In [(0) =nÌn Phát đà >5 (X,-uƑ 


W/(Ô) đt 1 
d0 ỦU Ø ïi 


tế 
— 
> 
= 
— 


vậy phương trình hợp lý là: 


"n 


5 (X;-w)=0 


Giai phương trình này ta được ước lượng hợp lý cực dại của ít là: 
"IV 
HỆ. X)Sc 


„ d”/(0 " P `... _ Tà ở 
(vì F ự Sung „ <0 nên tại hàm hợp lý đạt giá trị lón nhất). 

d0” ø. 

Trước đây đã gia thiết 0 là một tham số (0 lấy các giá trị trên 
trục số thực) tuy nhiên các kết quả trên có thể mở rộng cho trường hợp 
Ú là một đại lượng nhiều chiều) chẳng hạn 0= (0,.0.). khi ấy ứng với 
(23) có hệ phương trình hợp lý: 

Cr(0 . 
CU) `0, (=1) (34) 
CŨ, 


Nghiệm của (21) có dạng 


0=|0,,0,} 
cũng được gọi là ước lượng hợp lý cực dại của 0 nếu thỏa mãn (21) 
hoặc (22). 

Ví dụ 9: Giả sử X có phân phối chuẩn NÍ..ø°} trong đó L và ơ” 
đều chưa biết. Với mẫu (X,..... X,) hãy tìm ước lượng hợp lý cực đại 
của IL và ở”. 

Ở đây có 0= (.o” và hệ các phương trình hợp lý là: 


Ê((0) _ 


-—.=».X,-nh 
e4 Le] 
1 X s 
e4) = hì S Mi “ánh 
&o” 2ø' 3o” 


với /(60) xác định như ở ví dụ 1. 


Giải ra ta được: 


Báy giờ cần thử lại xem tại 


(22) có được thỏa mãn hay không? 


Biết rằng: 


sa 1 ] "1 
/(0)=nÌn - ~ 
V92nơ 2Ø tai 


cho nên : 
4 xử „ 
t(,ö”) ==n lnỡ~ n 


b 


Có thể viết: 
nỗ” +n(X —-IUˆ“ 


t(.øŸ) nÌng 
34œˆ 
vị 
((u,Gø”)< tt.” } 
nghĩa là: 
nở” +n(X -HƑ P 
nlÌnø- b t) <-nlnø 
ng 2 
hay: 
WÈ củ \ x3 ở 
liệt TỊ ở| l= ỷ 
0< — | In g Ạ Ị 
2ø” 2) gj 20” 


và điều đó đúng vì với Wx>U: 
: Ị 

Inx<Í” =llj 
8 


Vậy X và ø” là ước lượng hợp lý cực đại của 4t và ớ”. 
Trường hợp đại lượng ngàu nhiên X có phần phổi rời rạc, người ta 
cũng định nghĩa ước lượng hợp lv cực đại tương tự như trên. 
Ước lượng hợp lý cực dại có nhiều tính chất tối ưu, ví dụ nó là ước 


lượng vững. với n khá lớn thì nó có phân phối gần với phần phôi chuẩn 


và nó cũng khá gần với ước lượng hiệu qui. 
Chủ ý 1. Khi định nghĩa ước lượng hợp lý cực đại bởi (21) hoặc 


(22) người ta dựa theo quan điểm: "giá trị đúng của 0 trong thực tế 
` Vì thế ước lượng ứng 


chính là giá trị ứng với xác suất xây ra lớn nhất 


với xác suất lớn nhất được coi là hợp lý nhất. 
Chủ ý 3. Uốc lượng được định nghĩa bởi (21) hoặc (23) có thê dược 
_ * L¬Š v H Ẫ z 


gọi là ước lượng hợp lý cực dại để bạn dọc thấy sự liên hệ với ước lượng 


là nghiệm của (22). 


4.7. ƯỚC LƯỢNG THAM SỐ BẰNG KHOẢNG TIN CẬY 

Ở dây ta xét một phương pháp tìm 0 khác với phương pháp hàm 
ước lượng ở 4.5. 

Định nghĩa. Khoảng tìn cậy b, Jô,} của tham số 0 với độ tín cậy Y 


là một khoảng với hai đầu mút: 


và P=l,(X,....X„)<0<ô„(X,.....X„)Ì= Y (35) 
Bài toán tìm khoảng tin cậy của 0 thường đặt ra như sau: Cho 
trước hằng số Ÿ hãy xác định 0,(X¿....X„) và ô„(Xy,....X.„) thỏa mãn 


Theo định nghĩa ta thấy Y càng lớn và độ dài khoảng b, .Ô„ ) càng 
nhỏ thì ước lượng càng chính xác. 

Đau đầy ta xét vài ví dụ: 

Ví dụ 1: Đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn NỈu.ø? } VỚI 
ø” đà biết, w chưa biết. Để ước lượng ụ ta lấy mẫu (X,...., X,) và 
đùng phương pháp khoang tín cậy như sau: 

Xét đại lượng thống kê phụ œ Hvn có phân phối chuẩn X(Ó.1). 
theo bảng của hàm số L.aplat ${u) có thể tìm được một số u, >0 sao 


cho: 
nã Tụ Š bộ Kón vn <u ' =†Y (26) 
'Mà St” Tà nhe, 
Giá sử y =95%, theo bảng II (phần phụ lục) ta có u ,=1,96, nếu 
y =99%a thì uy, =2,58... 
Vậy khoảng tín cậy của L được cho bởi: 


PÍX -u, = <HsX+u vã 


| vn vn | 


Y (373 
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Vừ dụ 3: Xét bài toán ở vĩ dụ T với trường hợp ø chưa biết. 
Đề ước lượng ¡bây giờ phải dùng dại lượng thống kê phụ: 


X-ụ 
S 


vn 
S”= b2 X]Ì.S=vS” ). Đại lượng này có phân phối 
SUiudơn với (n—1) bậc tự do, từ đấy ta có công thức: 


KH. xe ch ráo Lá+ (28) 
8 ) 


à 


tạ. xác định theo bảng VỊ thần phụ lục), Lừ (28) suy ra: 


PÌX l ? xsu<X+t, cà bay (39) 
| vn k vn] 

Công thức (29) cho khoảng tin cậy cần tìm của ụị. Nếu n khá lớn 
thì các công thức (27) và (99) cho các kết quả gần như nhau. 

Vị dụ 3: Một giống lúa mới được gieo trong 10 miếng dất thí 
nghiệm có các điều kiện giống nhau, cho các sản lượng tính theo cùng 
đơn vị như sau: 

25,4; 28,0; 20,1; 27,4; 25,6; 23,9; 24,8; 26,4; 27,0; 25,4. 

Hãy tìm khoảng tin cậy của sản lượng giống lúa trên với độ tin 
cậy 95%. 

Ở đây coi sản lượng lúa là đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối 
chuẩn NỈu.ø”} với ¡L là tham số chưa biết cần ước lượng và ø” cũng 
chưa biết. Ta tính ngay dược X =95,1; S=2,27. 

Theo bảng VII (phản phụ lục, với y=0,95 ta có 
ta dự = Đao = 2/26. Vậy theo (29): 


"n 


- »ì 
P|25,4— 2,96. 22T < n < 95,4 + 2,26 22T Ì ~ 0,95 
v10 v10 


hay 


P23,8 < u < 7j = 0,95. 
Để ước lượng khoảng tin cậy của ø” với độ tin cậy y ta ứng dụng 
định lý 3 về phân phối zŸ (1.3) theo đó nếu X ở tập hợp toàn bộ có 


s 


Sa # ¬ NØ Ax "..... - 
phân phối chuân. thì Đ có phân phối x” với (n-l) bạc tự do. 
Theo bảng phân phối của z” ta sẽ tìm được 3 số u, và u„ sao cho: 


Phu, «in- sờ su J>r (30) 


\ 


Các số u, và u„ như vậy có rất nhiều, vì thế thường chọn u, và u„ 


sao cho: 
PŒœ” <u,)=P' PỤ? >ut„ PC (31) 
Từ đó trì có: 
plÍn-1E” ,„z.(n-1Eˆ|_ : (39) 
tu uy 


cho khoảng tin cậy cần tìm. 

Ví dụ 4: Hãy sử dụng các số liệu ở ví dụ 3 để tìm khoảng tin cậy 
của phương sai sản lượng lúa với độ tin cậy 0,9. 

Từ phân phối zÝ với 9 bậc “lụ do và y =0,9, theo 80) và bảng VỊ 
(phần phụ lục) ta xác định được u,=3,335 và u„=16,919. 

Theo mẫu đã biết thì tính được S”=(2,37)?, vậy theo (32): 


5571" „.e.„ WĐ.D7)" 
P %2, 27)” <ơ < X47) = 0,90 
16,919 3325 


hayv: 


P65 < ø” <135J= 0.90. 
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4.8. ƯỚC LƯỢNG THAM SỐ VỚI MẪU CÓ SỐ LƯỢNG LỚN 


Với số lượng của mẫu khá lớn thì việc ước lượng tham số trở nên 
đơn giản hơn, khi ấy các phần phối tiệm cạn chuẩn được thay thế bởi 
phân phối chuẩn tương ứng cùng như các đặc số của phân phối chính 
xác được thay bởi các đặc số mẫu tương ứng. 

Ví dụ 1: Xem 1.000 gia đình công nhân thì thấy 3.200 gia đình có 
máy thủ thành. Hầy tìm khoảng tín cậy của tỷ số gia đình công nhân 
có máy thủ thanh nói chúng với độ tì cậy 0,35. 

Ở đây phải ước lượng p (tỷ số gia đình có máy thu thanh ở tập 
hợp chính. hay nói cách khác p là xác suất để một gia đình có máy thu 

3.900 


` ". : : TT... : 
thành) biết tần suất tương ứng là - =0,6. Coi là dại 
" 4.000 "n 


lượng ngâu nhiên có phân phôi tiệm cận chuẩn E p và 
"n 


lD 


(m\ p(l=p) _. z, Ngã Š m R ý L0: 
ĐỊ DU DU ĐO I0 „ Vì n=4.000 khá lớn nên ta xem -- như có phân phối 
n n n 


chuẩn với kỳ vọng là p và phương sai: 


0Sx(1— 0.8) i 


 .4.10 
1.000 
m 
Ọ 
Khi ấy —8 =—— có phân phối chuẩn N(0,1) và khoảng tin 
0,4.10 7 


cậy của p được xác định từ: 


=” 
" < - ñ9ä 
v0.1.10 


^ 
5 
ụ 


theo bảng II (phần phụ lục). u,= 1,96, vậy khoảng tin cậy cần tìm là: 
0,788 <p <0. 812. 

Ví dụ 2: Để ước lượng sai số trung bình của chiều đài một chỉ tiết 
máy sản xuất hàng loạt, người ta lấy mẫu gồm 1.376 phần tử. Sai số 


3 


x 


trung bình X = 70.4 và 8” = (0.37)°. Hãy tìm khoảng tín cậy BX, với độ 
tin cậy y = 0,99. 

Gọi EX là sai số cần biết, giả sử X có phân phối chuẩn với kỳ vọng 
và phương sai đều chưa biết. Nếu mẫu có số lượng bé ta phải dùng 
phân phối Stiudơn để tính, nhưng ở đây vì n lớn nên có thể coi đại 
lượng t có phân phối chuẩn N(O,1) (hoặc X có phân phối chuẩn N 

g? 


Ígx. Ì ). Theo bảng lÍ (phần phụ lục) thì u,„¿=3.58 vậy khoảng tín 
| 1 ÿ 


cậy cần tìm của EX là: 


70.4 3.58. 


hay: [ï0.37 < EX < 70,13] 


BÀI TẬP CHƯƠNG 4 
Bài 1: Khi do độ dài của 30 chỉ tiết chọn ngẫu nhiên của một loại 
sản phẩm, người ta thú được số liệu sau đây: 


39. 41, 40, 43, 41, 40. 44, 412, 411, 43, 41, 42, 39, 40, 42, 43, 41. 11, 
42, 39, 42. 42, 41, 42, 40, 11, 43, 41, 39, 40. 


Xây dựng: 
a) Bảng phân phối thực nghiệm và hàm phân phối mẫu tương ứng; 
b) Đường cong gấp khúc phân phối của độ dài chi tiết đã đo. 


Giải: Số liệu đã cho cần tập hợp lại vào bảng số sau đây: 


x 39 40 41 42 43 44 
NH8 E 8? ¿ Ảï |=2 
a) Bảng phân phối thực nghiệm của bộ số liệu gốc sẽ là: 
X 39 40 41 42 43 44 
9 c0 So cu 
W 2 „1: 3 ï 3 1 
1ỗ 6 10 30 15 30 
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Từ bảng số trên băng cách tìm các tản suất tích lũy ta có hàm 


phân phôi mẫu: 


0 khi x<39 ẨY 
) 8 
ạ khi 39 <x < 40 
II 
Í 
bị khi - 40<xs4l s3} 
|10 
La 
P0 yïé 2 khi qli<xs42 
bộ § Mì N I0 TT 
”— khi 42<x#443 
lá th ==E > 
Ị khi 43<x<44 39 40 41 4243 44 
L30 Xi 
k' kh — x>44 Hình 27 


Nếu biểu điễn trên đồ thị đây là một hàm bậc thang. 

b) Đường gấp khúc phân phối cho bởi hình 27. Ta chọn đơn vị của 
trục tung là n,-tần số của giá trị x; tương ứng. 

Bài 9: Cho bộ số liệu gồm 79 giá trị như sau: 

43 52 53 54 45 54 59 54 48 40 56 53 59 42 43 


49 ð1 ð1 44 57 51 45 50 42 ðI 56 õ7 50 50 51 


42 50 B1 60 51 50 57 55 49 53 56 49 46 55 56 

47 50 47 51. 

Hãy xây dựng bảng phần phối xác suất thực nghiệm. 

Giải: lết qua cho bởi bảng sau đây: Cột 1 là các nhóm số liệu, cột 
9 và 3 là tần số và tần số tích lũy, tột 4 và 5 là tần suất và tần suất 
tích lùy. 
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Để ý rằng cột 1 sử ta một : hình ảnh xếp 3 xỉ VỀ ' hàm phân phối 
màu. Cách xảy dựng bảng phân phối thực nghiệm dưới dạng cột 
thường rất phổ biến trong các tài liệu của Mỹ-Anh. 


Nhóm | Tần số Tần SỐ ch lũy [ Tần suất Tần suất tích lũy (%) 
TH) | 

40-<44 6 6 7,59 7,59 

44-<48 | 9 15 11,39 18,99 
48- <52 SN 46 39,24 58,23 
52-<56 Tỷ 63 21,52 79,75 
56 - < 60 12 75 15,19 94,94 
60-<8 | 4 79 5,06 100,00 


Bài 8: Cho một bảng phân phối thực nghiệm như sau: 


3 4 
0,3 0,2 
Tìm hàm phân phôi mẫu và vẽ đồ thị của nó. 
Giải: Ta có hàm phân phối mẫu: 
0 khi vét 
04 khi Lex<5, 
F,œ=|05 khi 9<x<3, 
08 khi 3<x<4 
] khi x>4 
EFu(X) 
| = 
0.5 .”ã ' 
==. > 
[):5).0/ sỊ 2 
__ Hìinh28 


Đồ thị của F,(x) biểu diễn trên hình 98. 


I30 


- 


Bút : Cho biển ngu nhiên X có phần phối NŒ1.1). Tìm xác suất 


BỊX-vyä+d | (ký hiệu zš là biến có phân phối xÝ với 9 bậc tự do). 


Giải: Ta tìm cách biển đối biểu thức X > xi +4 về đạng có phản 
phối xác định (ở đây 7 là biến ngẫu nhiên có phân phối xr với 9 bậc 
tự do). Để làm điều ấy ta biến đổi bất đăng thức trên: 

` ~4)> Ky 
Đặt Z⁄= X - 4, dễ thấy Z~ N(0.1) và: 


8g” 


kéo theo T >3. 
vu 9 


Từ dó xác suất cần tìm có dạng P(T > 3), với T= ;- ~t(9). 


Vxi/9 

Dùng bảng số chỉ tiết hoặc phần mềm máy tính tương ứng sẽ tìm 
được PŒP > 3) = 0/0075. 

Bài õ: Cho X là biến ngầu nhiên ~ z”(9). Tìm xác suất để X 
không vượt quá giá trị 3,7. 

Giải: Ta phải tìm P(X < 9.7). Theo bảng phân phối x” (xem phụ 
lục) ở giao điểm của hàng n=9 với cột ơ =0.975 ta có giá trị 3,7: điều đó 
có nghĩa là: 

P(Œ > 2,7)=0,975. 

Từ dó xác suất cần tìm là 0,025. 

Bài 6: Tìm xác suất để biến ngẫu nhiên T~ t (17), có giá trị: 

a) Không bé hơn 3.11; 


b) Không bé hơn -3.11. 


lội... 


Giải: 

a) Ta phải tìm P(T>9,11). Tra bảng phân phối t. tìm giao điểm 
của hàng n=17 với cột œ=0,05 ta có giá trị 2,11; vậy xác suất cần tìm là 
0,5/2=0.,025 (xem phụ lục). 

b) Do tính đối xứng của phân phối t, P(F>- 3,11)=1- 0,025=0.,975 
(và bằng P(T<2,I1)). Chú ý rằng P(IT|>2,11) = 0,05 theo bảng 
Stiuđơn (tìm t(17:0,05)=2,11). 

Bài 7: Cường độ chịu lực của một loại vật liệu xây dựng tuân theo 
phân phối xš, ; còn áp lực lên loại vật liệu đó sau khi xây dựng có luật 
Xã . Tính xác suất để vật liệu đó chịu được áp lực đã biết. 

Giải: Trên thực tế ta phải tìm xác suất để cường độ chịu lực của 
ai, Để ý tỷ số 


vật liệu phải bé hơn áp lực đã biết. tức là tìm ¡ 
Xz¿ 


2) 

xí ra í 

z) =l? sẽ có phân phôi F(9,23), (xem 4.3-(9)). Tra bang phân 
Xu, 122 


phối F với œ=0,05, giao điểm của hàng n,=9 và cột n,=22 cho ta kết 


90 ` 
quả 2,34 : . Điều đó có nghĩa là: 


- P(F > 2,34)~ P| -X9- >1 |= p|-š95 > 22 Í - pŒ>3,33). 
vô v9/2979 


Suy ra xác suất: 


2 


di >] x 0,05; 
X2» 
từ đó xác suất cần tìm sẽ là 1-0,05 = 0,95. 
Bài 8: Cho mẫu X,, X¿,..., X, cảm sinh bởi một biến ngẫu nhiên 
X~N(a,Ø”). Hãy tìm ước lượng hợp lý nhất của hai tham số a và ơ”. 
Giải: Hàm mật độ chuẩn, ký hiệu là f(x.a,ø”) đã biết ở chương 3. 
Hàm hợp lý, ký hiệu là LŒ,, X......X„. a, ø”), sẽ eó dạng: 
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L.=]|ftx,.a.ơ”)=(2nơ”) "“ếa 
BỊ 


3 SƠ” bại 


" "n Ũ 1 Đ 
In =—-ln2m—--Inơ” S(x, Ta}. 
2 
Chú ý là điểm cực đại của InE, cũng chính là điểm cực đại của L. 
ậ ko Â suyaca: L2 Xe, 
nên ta có thê giải hệ S. Tến 0 (=1,2). 


( 
' 


[lệ phương trình hợp lý sẽ là: 
£lnL l < 
— = X; -a) =0, 

| Ñ, „ },(X¡ =a) 


Øị 


^ 1 
lí ke = 5 3 @œ,-al - - „=0, 
| cŨ; 4Ø” ¡zI +6 


Rút ra từ phương trình đầu thay vào phương trình thứ hai, ta có 
thể tìm được các nghiệm một cách dễ dàng (chú ý là nếu hệ có nghiệm 
duy nhất thì nó chính là điểm cực đại của hàm hợp lý): 


1 
a=—)Xi=X, 
se : 

-9 Tờ "` 4) 
ở =->(ị-ñJ =8”. 

n 


Như vậy phương sai mẫu là ước lượng hợp lý nhất (mặc dù là ước 
lượng chệch) của phương sai. 

Bài 9: Độ dày của bản kim loại giả sử là tuân theo luật chuẩn. Đo 
10 bản kim loại đó ta thu được số liệu sau: 

4,} 3,9 A7 1,4 4,0 3,8 4.1 13 4.1 5,0 

Hãy xằc- định: 

a) Khozng tin cậy 90%-cho dọ dày trung bình trên; 


b) Khoảng tín cậy 95% cho phương sai của độ dày dó. 


và tin sa! của độ dày đang XéI: 


SH. 
10 


(4.1+3.9+... +5,0)= 4,29: 
Sim. [(4,1-4,39)”+(3,9 - 4,29)”+... +(5,0 - 4,29)”; 
hoặc dùng công thức: 


Sẽ = al3-Xỉ - 1007 Ì- m 


a) Khoảng tín cậy 90% có dạng (để ý $(1.645)=0.45). 


se x~0/1367 và S=0,37. 


|sze- KT 691 (4.09:4,49)... 
v10` 10 


b) Để tìm khoảng tin cậy 95% cho phương sai, ta phải tìm các giá 
trị x (9; 0, 975) và x” (9 ; 0, 025). Tra bảng phân phối x” chúng lần 
lượt là 2,7 và 19,03. Từ đó ta có khoảng tín cần tìm: 


[ h2, 128 | (0,064;0,46). 
19,9 9/7 


Bài 10: Để xác định độ chính xác của một chiếc cân tạ không có 
sai số hệ thống, người ta tiến hành 5 lần cân độc lập (cùng một vật), 
kết quả như sau: 

94,1 91,8 96,0 95.1 95,3 (kg) 

Xác dịnh ước lượng không chệch của phương sai số do trong hai 
trường hợp: 

a) Biết khối lượng vật cân là 95; 

b) Không biết khối lượng vật cân. 

Giải: : 

a) Khi đã biết trị trung bình lý thuyết a = 95 thì ước lượng không 
chệch của phương sai được tính theo công thức: 
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—Ÿ(X, -aƑ =~Ÿ(X, 95 =0,41 
Đi-I 


ni 
b) Nếu không biết a, ta phải ước lượng theo công thức: 
X«.1 9% « D3 =95,5 
núi 
Từ đó tóc kẽ Wgtox chệch của phương sai là: 


và. -RƑ« nà ¡ 95,5)” =0,7 


"#1 
Bài 11: Đo lượng huyết tương của 8 người mạnh khoẻ ta có: 
2,75 2,86 3,37 2,76 2,62 3,49 3,005 3,12 (íQ 
Xác định các đặc trưng mẫu: 
a) Trung bình; 
b) Trung vị; 
e) Mốt. 
Giải: 
a) Ở đây n =8 và việc tìm trung bình mẫu là không có gì khó khăn: 
X= 1» =3,001 
8m 
b) Để tìm trung vị mẫu, ta sắp xếp lại dãy số liệu: 
2,62 2,75 2,76 2,86 3,005 3,12 3,37 3,49 
Từ đó trung vị mẫu sẽ là giá trị nằm ở vị trí (8+1)/2=4,5; vậy có 
thể coi nó bằng trung bình của các giá trị thứ 4 và thứ 5 và bằng 
(2,86+3,05)/2=2,96. 


e) Do các giá trị mẫu khác nhau nên không có ước lượng mẫu của mốt. 


Citương ð 
KIỂM NGHIỆM CÁC GIẢ THUYẾT THỐNG KÊ 


5.1. KHÁI NIỆM VỀ VIỆC KIỂM NGHIỆM CÁC GIẢ THUYẾT THỐNG KÊ 

5.1.1. Ngẫu nhiên và bản chất 

Ta xét một bài toán thực tế: Có hai phương pháp sản xuất. Kết 
quả trong việc lấy mẫu cho biết là để sản xuất ra một sản phẩm theo 
phương pháp 1 phải cần: 

2,0; 2,7; 2,5; 2,9; 2,3; 2,6 đơn vị nguyên liệu 
và phương pháp 2 phải cần: 
2,5; 3,2; 3,5 ; 3,8 ; 3,5 đơn vị nguyên liệu. 

Như vậy một vấn đề đặt ra là sự khác nhau giữa 2 dãy số nói trên 
do bản chất là chính hay chỉ do ngẫu nhiên? Tất nhiên các câu hỏi 
tương tự như vậy cũng có thể đặt ra ở nhiều phần khác của lý thuyết 
thống kê. 


5.1.2. Giả thuyết thống kê và qui tắc kiểm nghiệm giả 
thuyết thống kê 

Để giải quyết vấn đề trên người ta nêu giả thuyết: 

“Số trung bình các đơn vị nguyên liệu cần thiết để sản xuất ra 
một sản phẩm của hai phương pháp là bằng nhau”. 

Và cần kiểm nghiệm xem giả thuyết ấy đúng hay sai. 

Bài toán kiểm nghiệm giả thuyết thống kê tổng quát được đặt 
dưới dạng sau: 
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Cho đại lượng ngẫu nhiên X và một giả thuyết Hạ về phân phối 
xác suất của X. Một mệnh đề khác với Hạ được gọi là đối thuyết Hị. 
Cầu kiểm nghiệm xem HH, đúng hay H, đúng trên cơ sở mẫu lấy được 
là Œ\, X¿,... XJ). Muốn vậy ta lập không gian mẫu (X,, X;¿,..., X,) và 
trên không gian mẫu ta xác định một miền W gọi là miền bác bỏ giả 
thuyết Hạ, phần bù của W ký hiệu W gọi là miền nhận giả thuyết Hạ. 

Mẫu lấy được (X;, X¿,..., X„) là một điểm xác định của không gian 
mẫu (vì các X,, i=1, 2... là các hằng số). 

Nếu điểm (X¿, X.,..., X„) e W thì ta coi giả thuyết Hạ là sai và bác 
bỏ giả thuyết đó. 

Nếu điểm (X;, X.„,.., X„) e W thì ta coi giả thuyết Hạ là đúng và 
chấp nhận giả thuyết đó. 

Như vậy một miền W xác định một qui tắc kiểm nghiệm giả 
thuyết và được gọi là qui tắc W. Trong việc chọn một qui tắc có thể 
mắc các sai lầm: 

Sai lầm loại 1: Là sai lắm mắc phải khi giả thuyết Hạ đúng mà 
ta bỏ giả thuyết ấy đi. Sai lầm này được đặc trưng bởi: 

P(W/H,) œ 

Ký hiệu này chỉ xác suất bỏ Hụ khi nó đúng; đó chính là xác suất 
của miền W khi Hạ đúng. 

Sai lầm loại 9: Là sai lầm mắc phải khi giả thuyết Hạ sai mà ta 
lại chấp nhận giả thuyết ấy. Sai lầm này được đặc trưng bởi: 

PW/H,) (2) 

Ký hiệu này chỉ xác suất chấp nhận Hụ khi nó sai; đó chính là xác 
suất của miền W_ khi H, đúng hay khi Hạ sai. 

Hai loại sai lầm dẫn đến hai tác hại khác nhau. 

Một qui tắc sẽ càng tốt nếu cả hai loại sai lầm càng bé. Song điều 
ấy khó thực hiện. Vì vậy người ta coi một qui tắc là chấp nhận được 
nếu sai lầm loại 1 nhỏ hơn một hằng số ơ cho trước: 


P(W/H,)<œ (3) 


œ được gọi là mức của qui tắc và người ta cố gắng chọn qui tắc sao cho sai 
lầm loại 2 bé hợp lý nhất. Từ nay trở đi ta hiểu qui tắc là qui tắc chấp 
nhận được. Một qui tắc có sai lầm loại 2 càng bé càng tốt, nghĩa là: 
P{(W/H,)=1- P(W/H,) (4) 
với P(W/H,) càng lớn càng tốt. 
Qui tắc W được coi là mạnh hơn qui tắc V nếu: 
P(W/H,)< P(V/Hạ) 
P(W/H,)>P(V/H,) (5) 
Qui tắc W được coi là mạnh nhất nếu nó mạnh hơn mọi qui tắc V 
bất kỳ. Để minh hoạ việc xây dựng một qui tắc ta xét bài toán kiểm 
nghiệm giả thuyết về phương sai của đại lượng ngẫu nhiên có phân 
phối chuẩn N ¡uø)), ¡ và ơ” đều chưa biết. Căn cứ vào mẫu ŒX,, X, 
, X,) hãy kiểm nghiệm giả thuyết Hạ: øơ=øơg với đối thuyết H:: 
ơ =ơ; (ơ, >ơ), ơi và ơạ là các số đã biết, với mức œ. Ta dùng đại 
lượng thống kê phụ: 


u-a-1E° (6) 


Nếu Hạ đúng thì U là đại lượng có phân phối xŸ với (n-1) bậc tự 
do. Ta lập qui tắc W với miền bác bỏ H,: 
W={Œ,, X¿,..., X,): u>xŸ} (? 


Trong đó xŸ xác định từ: 
J4 (t}It <ơ (8) 
z 


f„_(t) là mật độ phân phối xŸ với (n-1) bậc tự do. 

Miền W bác bỏ giả thuyết như trên còn được gọi là miền tới hạn, 
và trị số x” được gọi là frị số tới hạn của qui tắc kiểm nghiệm giả 
thuyết. 
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5.1.3. Ví dụ 
Xét đại lượng ngẫu nhiên X có phần ghối chuẩn No? Ì. Từ mẫu 
có số lượng 33: 
nấy Ni: 8.0; 20: d1: 45) 9,6 3, 
(9/0002) 2218 227147500010 721 LÊ 13 Na 9; VAN 
3c 0: 6N) ll,lý (22: QuÙ: 
Hãy kiểm nghiệm giả thuyết Hạ: ø=0.035 với đối thuyết HH: 


ø =U.060 với mức ø =0.05. Theo (6, (7). (3), miền W xác dịnh bởi: 


Š\x, xƑ si 


| 
tollt.kie--iilrdi . (9) 
| 


0095 7” | 
J 
ở đây theo bảng VI (phần phụ lục) ta có x4 ¡; =39.7 với phân phối zŸ có 
31 bậc tự do. 
Thay các trị số quan sát được vào về trái của (9) ta có: 
- 6Š _ n5 <8577 


nghĩa là uạ e W; vậy giả thuyết H, dược chấp nhận. 


5.2. KIỂM NGHIỆM GIẢ THUYẾT ĐƠN VẢ QUI TẮC MẠNH NHẤT 


5.2.1. Định lý Nâyman-Piếcsơn 
Cho đại lượng ngàu nhiên X có mặt dộ phần phối xác suất F(x.0), 
đạng của £ đã biết còn 0 chưa biết. Xét giá thuyết: 
FT 0 Gụi 
với đối thuyết: 
H,: 0=0, (10) 
c0, và 0, đếu đã biết), Trường hợp này ta có bài toán kiểm nghiệm giả 
thuyết đơn (Giá thuyết THÍ dược coi là đơn nếu theo EÍ thì 0y trùng với 
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một điểm 0, dã biết; Giả thuyết H được coi là phức tạp nếu theo H thì 
0eø với œ là một miền nào đó chứa nhiều hơn một điểm). Ở đây giả 
thuyết. Hạ cũng như đối thuyết H, đều là dơn. 

Để kiểm nghiệm giả thuyết dơn với đổi thuyết cũng đơn 
J. Nêyman và l. Piếcsơn đà chứng minh rằng: tổn tại qui tắc mạnh 
nhất và chỉ ra cách xây dựng qui tắc ấy. 

Định lý Nayman-Piecsơn. 


Khi kiểm nghiệm giả thuyết H,; 0 = 0y với đối thuyết H,: 0 =0; , nếu: 
L{X,..... Xụ, 9, )= TT f(X;.6, )(j= 0,1) 
la 


thì tổn tại một qui tắc mạnh nhất W với miền bác bỏ giả thuyết Hụ: 


W=|(X....X.): I{X....X„,0,)>CIX,....X..0)} (1) 
trong đó C là một hằng số xác định bởi: 
P(W/H,)<ơ (2) 


với ơ là mức của qui tắc đã cho. 


5.9.9. Ví dụ 

Cho đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn NỈ TÊN. ). ơ” đã 
biết còn 0 chưa biết. Hãy tìm qui tắc mạnh nhất để kiểm nghiệm giả 
thuyếu Hạ 0=0,với đối thuyết Hạ: 0=0,(0>0,)với mức 
œ(œ,0,,0; đã biết).Ở dây: 


` : 
Tủ) .k 4} 

LỆ... Xu„.J= ẽ J cm ` =0} (13) 

\o/2a 


Theo (11) thì miền W được xác định bởi: 
tấn 
` „3W, 0Ƒ aơ:à t4 0} ' 
=l,,...x,):e *Ố >Ce 
| 


£ 
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“Từ dó rút ra: 


(0, -0,)$`X, - nỈÿ - 02}>ø°In€ 
1ẻT 


vậy: 
w-lx _Šý ]iX®= ø ImC+nlý ~) A| (14) 
1$ mm Ấn) n0, -6,) | \ 


lL< § 47 sa x 
K= S, x, và A xác định từ: 
Hịci 


P{X >A\Hạ)}<ø (15) 

Theo (11), (14) và (15) thì tính chất mạnh nhất của W không phụ 
thuộc trị số cụ thể của 0;,, mà chỉ cần điều kiện 0, >Ø¿, vì thế qui tắc 
(14) cũng là qui tắc mạnh nhất để kiểm nghiệm giả thuyết H, với đối 
thuyết phức tạp H;:Ø > Ø,. trong trường hợp này người ta gọi W là qui 
tắc mạnh đều nhất (đều với mọi 0 > 0ạ). 

Nếu 6; <ạ¿, tương tự như trên, ta có qui tắc mạnh đều nhất để 
kiểm nghiệm H, với đối thuyết. H;:9 <0. Qui tắc ấy có miền bác bỏ 
H¿ là: 

W"={X,....X„ ÈX < A} (16) 
VỚI: 
P( < A'/H,)<œ 
5.3. MỘT SỐ QUI TẮC KIỂM NGHIỆM GIẢ THUYẾT THỐNG KÊ QUAN 
TRỌNG THƯỜNG DÙNG 


5.3.1. Qui tắc t (qui tắc Stiudơn) 


Qui tắc t dựa trên đại lượng thống kê có phân phối Stiudơn (mục 
3, chương 4). Dưới đây ta xét 2 bài toán để mình hoa qui tắc t và việc 


áp dụng qui tắc đó. 
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Bài toán I: Xét dại lượng ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn 
N(.ø') với nø” đều không biết: lấy mầu (X¿....X„,). Hãy kiểm 
nghiệm giả thuyết Hạ: tt = tạ với đối thuyết Hị: k# tạ. 

Ở đây ta không thể áp dụng ngay định lý Nâyman-Piếcsơn được 
vì H,„và H, rất phức tạp (vì ø tuỳ ý). 

Để giải quyết bài toán này người ta dùng qui tắc Stiuđơn L có 
miền bác bỏ giả thuyết H,;: 


W={X:...., X„):|t|tu} (17) 
X Tự J ] "n Ww 
áÌ n0 2. LỂN Í XS GÚC Hi: <#T 
với: Le “'C X nh 8 In X) ị 


L, 
xác định bởi: la (NUC=1<ứ, trong đó f„ ,(t) là mật độ phân phối 
1 


Stiudơn với (n—1) bậc tự do. 

Bài toán 3: Cho đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn 
NỈu,.ø”} và đại lượng ngẫu nhiên Y cũng có phân phối chuẩn 
NỈu, Vơ? Ì: tị,t¿ và ơ” đều chưa biết. Ta lấy mẫu với số lượng N, 


ứng với X và số lượng N, ứng với Y. Hãy kiểm nghiệm giá thuyết 
Hụ: Hy =d¿ với đối thuyết H,:gị #b¿ với mức ứ. Trường hợp này 


qui tắc t có miền bác bỏ giả thuyết: 
WjXo «Xe LÊN se Xà BÍ 


(18) 


: t„ 
t„ dược xác định từ: ÍIN, tÑN› -z(t†t =1—ơ, Với ẨN, SN, »(t) là mật 
ú 


độ của phân phối Stiudơn với (N,+N,~9) bậc tự do. 
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Trường hợp phải kiểm nghiệm HH, với đổi thuyết THỊ: ph, >ịt, thì 
khi ấy miền W, bác bỏ giả thuyết Hụ có dạng: 
W,= |. JÂXG Ýy + txU| (19) 
nh Tn 
1x... | ị 


Ï  KhạsN-ð [8N 


VỚI: Í 


và tỷ được xác định từ: [x, Nụ „(tt =ớ, 


Ù 
1 


Trường hợp phải kiểm nghiệm H, với đối thuyết Hỷ tủy «us thì 
miền W, bác bỏ giả thuyết H¿ có dạng: 


\W= 6u. Xe kỂU<: Ÿ | <Ð] 
tụ 
VỚI: Ífx,.w, s(t}t =ơ, 


5.3.2. Qui tắc zŸ 


Qui tắc x” dựa trên đại lượng thống kê có phân phối z”. Qui tắc 
x” là một trong những qui tắc kiểm nghiệm giả thuyết được biết sớm 
nhất do E. Piếcsơn nêu ra. Sau đây ta xét một số bài toán áp dụng qui 
tắc đó. 

Bài toán 1T: Kiểm tra phân phối xác suất của một đại lượng ngẫu 
nhiên. Cho đại lượng ngẫu nhiên X và giả thuyết H,: "Hàm phân phối 
của X có dạng F(x) đ: biết". 

Để kiểm nghiệm giả thuyết. trên người ta lấy mẫu (X,,... ,X,) rồi 


làm như sau: chia miền giá trị của X ra làm k phần. Gọi n, là số lần trị 


k 
sô X, (=1... .n) rơi vào khoang thứ ï, rõ ràng là »ìn, =n (sau khi lấy 
I=] 


mẫu thì n, hoàn toàn xác định). 


Nếu X có hàm phân phối xác suất là F(x) đã biết thì có thể tính 
được xác suất để X lấy trị số ở khoảng thứ ¡ là p„ với n thí nghiệm độc 
lập có thể coi số phần tử X, (=I.... .n) rơi vào khoảng thứ ¡ là np,. 

Trị số Ín, - np, }' được dùng làm cơ sở để xem xét phân phối xác suất 


của X có gần F(x) hay không. E. Piếcsơn đưa ra đại lượng thống kê: 


Q”= sứ, _np,Ÿ (20) 


Rõ ràng có thể coi phân phối xác suất của X càng gần F(x) khi Q” 
càng bé. Có thể chứng minh rằng khi n-›++ thì phân phối của Q° 
tiến tới phân phối x” với k-r-1 bậc tự do, trong đó r chỉ số tham số 
chưa biết của F(x) (các tham số này phải được ước lượng theo kết quả 
của mẫu bằng phương pháp hợp lý cực đại để thay vào F(x) thì mới 
tính được các p, trong công thức (4)). Miền bác bỏ giả thuyết Hạ của 
qui tắc x” được xác định bởi: 


W =|(X,.....X„):Q > xỶ ] (21) 


VỚI: Jt‹ 1(ÄU=ớ. 


7 
œ là mức của qui tắc, f„ ,(t} là mật độ phân phối với k-r-1 bậc 
tự do. 


Trong thực tế, để đảm bảo sai số được hợp lý, người ta thường chia 
khoảng và lấy số lượng mẫu sao cho các n, đều lớn, chẳng hạn n¡ >5. 


Bài toán 9: Xét tính độc lập của các đại lượng ngẫu nhiên. 


Trong trường hợp này các kết quả lấy mẫu xếp vào một bảng theo 
hai tính chất A, B (xem bảng) số n,, ghi vào ô (1,j) ứng với hàng ¡, cột j 


chỉ số lần xuất hiện sự kiện A/3B,. 
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Lo 2—= — — Tổng số 
LAI ƑA, HÃ, TT LFA, ° 
: - b6—= + GIẢ ~.xcÿ bl 
[ B. ñy +ñ | [n ị tt In, l 
[th + — Ì : Ị 
Na | TẾ -.... 
| BỨB nụ | nạ IF Jm li n, 
| k< Z nh ‡ . == = —— , = — 
| Ï | li " : † xế | | 
——-‡ —E — †——— —————————- = 
;- tNG —= - .... _= z. t d9 .. 
Tổng số n, n, | | n, ty n ị 


Theo bảng trên ta thấy Xn,n, (số lần xuất hiện A) và 
„Í 


‡ † Cả 
3n, =n. Tương tự 5`n„ =n; (số lần xuất hiện B) và 5`n,=n. 
IV) ¡Ì LÌ 


Nêu A, và B, độc lập thì phải có: 
P(A, ¬B,)+ P(A,)P(B,)= "t. °? 
"nền 


Khi ấy với số lượng mẫu là n thì số lần xuất hiện A, 5B, là: 


Ix“x--^= - 
nén n 
Ta lập: 
( nị xh, 
ý. sử cếI|| 0U, : 
đc.) 8... (22) 
i=1j=1 n¡ xi; 
n 


Có thể chứng minh rằng khi n -› +z thì phân phối xác suất của 
uỂ tiến tới phân phối xŠ với (r~1).(s—1) bậc tự do. 

Để kiểm nghiệm giả thuyết H, : *A và B độc lập với nhau” (hay 
các A, và B, độc lập với nhau) với.mức œ, ta dùng qui tắc y” có miền 
W bác bỏ giả thuyết Hụ xác định bởi: 

U” >#⁄ (25) 


với xử xác định từ: 


[ft-.-)(Đ#t =ơ 


Xu 


f_tự. ,J(t} là hàm mật độ phân phối x” với (r~1).(s~1) bậc tự do. 


5.3.3. Qui tắc F 


Dựa trên đại lượng thống kê có phân phối F người ta ứng dụng 
qui tắc F để giải quyết các bài toán như sau: 

Bài toán 1: Xét xem 9 phương sai của 2 đại lượng ngẫu nhiên có 
phân phối chuẩn có bằng nhau hay không. Giả sử 2 đại lượng ngẫu 
nhiên X và Y có phân phối chuẩn với phương sai ơ và ơi, ứng với 
mẫu có số lượng n, và n„. Hãy kiểm nghiệm giả thuyết Hạ: ơ, =ơ; với 
đối thuyết H; : ø; >ơ¿ với mức ơ. 


Ta dùng đại lượng thống kê: F=ốt (với S? (=1,2) là 


phương sai mẫu). 
(Ở đây giả sử từ mẫu đã lấy được ta có S >Sš để tránh trường 
3 
hợp s quá bé làm cho việc xây dựng qui tắc trở thành phức tạp). 
2) 

Nếu Hạ, đúng thì F có phân phối Phisơ-Snêđểco với (n,-1) và 
(n;~1) bậc tự do. Ở đây qui tắc F có miền bác bỏ giả thuyết Hạ xác định 
bởi: F > f„, với f„ được xác định từ: PỊF > f„}= œ khi Hạ đúng. 

Bài toán 2: (Một bài toán phân tích phương sal). Cho K đại lượng 
ngẫu nhiên có phân phối chuẩn NỈu, ø? với các Hị (=1, ... ,K) và ơ? 
đều chưa biết. Hãy kiểm nghiệm giả thuyết Hạ:u, =...=ụy với đối 
thuyết H, : các wị không bằng nhau, với mức œ. 


Gọi X¿ là giá trị mẫu thứ j của đại lượng X,, ta đặt: 


146 


", 


E 
` N 
(=T1j- 1 


lŠ 
VỚI "- Sn, (tất cä có n số liệu, với X, có n, số liệu). 
ID) 


Lo 3 


Bị je] 


fTa có thê chứng mình được: 


ln 


>> ,-X)= Sn, (x, -XƑ+ >ŸÂ, XƑ 
i=l1J=l 1z1J=] 
và viết tất: 
Ị Q=@¡+Q, (24) 

Ta thấy Q¿ được sinh ra do sự khác nhau giữa các số X¿ trong nội 
bộ mỗi nhóm (ứng với đại lượng ngầu nhiên X,) còn Q, được sinh ra do 
sự khác nhau giữa các nhóm. 

Để kiểm nghiệm H, với đối thuyết H, ta dùng qui tắc F có miền 
bác bỏ giả thuyết Hạ: 


VỚI: 


EeE=1.= _ uc 1= GỂNG 4 KNOE (26) 


Theo (25) và (26) thì ta bác bỏ giả thuyết khi tỉ lệ giữa độ phân 
tán giữa các nhóm (@Q)) với độ phân tán trong nội bộ các nhóm (Q;) 
được coi là lớn và điều này xảy ra khi các tị không bằng nhau. 


Hằng số f„ ở (25) được xác định từ: 
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Ít 1){n-1 j(t}It =gd 
Ẳ 
ft ¡00 ,)Ít) là mật độ của phân phối F với (K-1). (n—1) bậc tự do. 


5.3.4. Qui tắc về dấu 


Cho 2 đại lượng ngẫu nhiên X và Y với mẫu (X,, Y¡)...., (X„, Y,). 
Giả sử X và Ÿ độc lập với nhau và có các hàm mật đệ liên tục f(x), g(y). 
Hãy kiểm nghiệm giả thuyết Hụ : * fx) = g(x) ` X và Ÿ có cùng hàm 
mật độ như nhau) với đối thuyết. H, : * f(x) z g(x) ”, với mức Œ. 

Qui tắc về dấu dựa trên cơ sở phân tích dấu của Z=X-Y (Z=X,-Y, 
i=1,9,....n). Nếu Hụ đúng thì có thể chứng minh: 


P(Z > 0)= P(Z <0)= „ (37) 


Gọi D, là số các hiệu (X,=Y,) mang dấu dương thì -—' là tần suất 
n " 


của sự kiện (Z>0) qua n phép thử. Nếu Hụ đúng thì Ð„ = Ẹ với n lồn, 
NÓ 


Có thể chứng minh: 


ID 2 TH L. l| n \ 
| LÊ — >ẹ = < =]Â» 
Ì x BỊ= ï ỊPè ỗ Bài 


ÍÐ, — ca] = |min(D,.A,)s = ~ni 
P) 2 Í 


(28) 


Với A,„ là số các hiệu (X-Y,) mang dấu âm (A,+D,=n). Theo (27) và 
theo công thức Béc-nu-li ta có thể tính xác suất (khi Hạ đúng) của các 
sự kiện ở công thức (28). 

Qui tắc về dấu có miền bác bỏ giả thuyết Hạ: 

W=[{Œ.,Y,)...(X„,Y„):mirD,,A„)<m„} (29) 
với m„ được xác định từ: 


DM 


P(W/H,)<ơ (30) 
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Các trị số mụ„ được ghi trong bang ÍX. 
Ta biết khí n khá lớn thì phần phối xác suất của D, (hoặc A,) gần 


: II đt uất : x.vi 2 : 
Với NÍ no nên trong thực tế với n>30 có thê xem D„ (hoặc A,) có 


phân phối chuẩn (khi H, dúng). 


5.3.5. Qui tắc về nhóm 

Cũng như qui tắc về đấu, qui tắc về nhóm là qui tắc không để ý 
đến tham số (phi tham số) được áp dụng rộng rải. 

Người ta dùng qui tắc này để kiểm nghiệm xem các phần tử của 
một. dầy số có được sắp một cách ngẫu nhiên không? Nói cách khác, 
mỗi phần tử có xuất hiện cùng một xác suất không? 

Giả sử có các giá trị của 3 dại lượng ngẫu nhiên X và Y được sắp 
theo thứ tự sau: 

XXXXYXXXXX YYYYYY XX (31) 

Tà nói trong hàng 031) có 5 nhóm, mỗi nhóm chỉ chứa toàn X (hay 
toàn Y) đứng liên tiếp nhau, ở dây có 3 nhóm X và 2 nhóm V. 

Nếu tất cá có n giá trị của X và của Y thì số nhóm ít nhất có thế là 
9 và nhiều nhất có thể là n. Người ta chứng. mình được: 

Dịnh lý: Nếu các giá trị X uà Y được sắp một cách ngẫu 
nhiên thì số nhóm u được thành lập từ n giá trị trong đó có n, 
giá trị của X, n; giá trị của Y (n,+n,=n) cũng là một đại lượng 
ngấu nhiên uới: 


vuÂu l) vía l) 


P{U =u)= 3 SG Tổ ~ nếu u chăn. (32) 
cụ q .Í" l) ` 1) va HÌ) 
BS CÔN VU, 7 VD 
P(ÙSifÌ+.<l52- tá, «e-PhoseiEEse tiết Xi lê (33) 
= 


1-19 


Bây giờ xét dãy số chỉ kết quả thí nghiệm. Ta nêu giả thuyết Hạ: 
“Dãy số ấy được sắp một cách ngẫu nhiên”. (Ở đây và về sau H, có nội 
dụng trái với Hạ, nghĩa là Hị đúng khi Hạ sai và ngược lại, ta không 
cần nhắc lại nữa). 

Để kiểm nghiệm H, ta chia các dây số thành 2 loại X và Y. Một số 
được gọi là X nếu nó bé hơn frung u¿ của dãy, các số không phải X thì 
được gọi là Y. Sắp xếp lại ta có một dãy như (31). (Sắp dãy theo thứ tự 
tăng dần, nếu có (2m + 1) số thì số thứ (m + 1) dược gọi là trung vị). 

Qui tắc nhóm có miền bác bỏ giả thuyết Hụ xác định bởi: 

lôi xui. hoặc U>u, h 


h - 


với œ là mức của qui tắc và: 
U, = max{u': P{U < u')<e} với e <0,5 


U„ = min{u': PÍU <u')>e} với e > 0,5 


với xác suất tính theo công thức (39), (33). 


BÀI TẬP CHƯƠNG 5 
Bài 1: Từ tập hợp chính có phân phối chuần N(Ó; 25) ta lấy mẫu 
có số lương 9 với X = 1,95. Hãy kiểm nghiệm giả thuyết Hụ : 0=2 với 
đối thuyết H, : 0=3 với mức œ=0,05. 
Giảà theo công thức (14) ta có: 
W=ÍX,...,X„):X > A] 


và A được xác định từ: 


P=>AÌ=P 


h5 °: 
Theo bảng II thì A,=1,65 và A = L6 


' 5+32= 4/75. Theo mẫu đã 


có thì X=195<4/75 vậy XeW và theo giả thuyết Hụ được chấp 


Bài 2: Từ tập hợp chính gồm những trục được sản xuất ra từ một 


máv tiện tự động ngươi ta lấy màu gồm 10 cái rồi đo đường kính của 


chúng, so với yêu cầu tí có các sai số sau: 


[ Thứtựtrục | 1] 2 | 3 | 4 | 5 | “li 7 | B | 9 |10 
W Sasổ |+2| +1 | 2 Ta†s | +4 | -2 | +5 Ì +3 | 
kó (0C 5. No SU, (AE ÚU,2Ố. KHI GD NGON NG GIẾI [SE KÝ. 


Giả sử các sai số trên tuân theo luật phân phối chuẩn ng: với 


ụ và ø” đều chưa biết. Hãy kiểm nghiệm giả thuyết Hi =0 với dối 
thuyêt HĨ;tz O với mức ở = 19, 


_ = ` : Z-0 n 
“G0 aẳắdggỢØQV 5 v10 = 3,60. 


Theo bảng VITI với phân phối Stiudơn có 9 bậc tự do và ơ =1% thì 
t„ =3/25. Ở đây t= 2,6 < t„ = 3,95, vậy giả thuyết Hụ được chấp nhận 
(với sai lầm loại 1 là 19% và sai lầm loại 9 là hợp lý). 

Bài 8: Với dày số trong bài toán mở đầu ở ð.1, giả sử hai đại 
lưỡng ngầu nhiên ứng với hai dãy số đểu cố phân phối chuẩn với 
bhương sai bằng nhau. Cần kiểm nghiệm giả thuyết Hạ : tụ =H¿ (Ó 
đây giả thiết X ứng với dây số thứ nhất và EX = tị, Ý ứng với dãy số 
thứ 3 và BY = k,) với đối thuyết H, : tị #k¿. với mức ứ = 0,05. 

Giải: Theo mẫu đã biết thì: Ề 

X=98:(N, -1Rƒ =05: Ÿ =33:(N, -1B? =0/78. 


“Theo công thức HỆ , ta có: 


Theo bảng 7 có: t„ = 3,36. Ta thấy |t|>t 


ự 9 


vậy HH, bị bác,bỏ. 


Bài 4: Bóng dèn điện tử của môt nhà máy sản xuất ra có thể làm 


việc được 500 giờ. Bây giờ người ta áp dụng một phương pháp mới để 


l5 


sản xuất bóng đèn, rồi lấy mẫu gồm 100 cái dem thí nghiệm thì dược 


kết quả: Giờ làm việc trung bình X=560 giờ, =45 giờ. Hãy 


v100 
kiểm nghiệm giả thuyết Hạ : "Phương pháp mới cũng như phương 
pháp cũ" với mức ơ = 0.05. 

Giải: Ö đây ta gặp lại trường hợp bài toán 1 của qui tắc t (qui tắc 
Đuuđøn) trong 5.3, nhưng với n lớn (n=100). 

Văn dùng miền bỏ giả thuyết: 't >Œ,, nhưng €„ =€¿ä; xác định 


theo hàm Laplat: Cu; = 1/96. Từ mẫu lí có: 


_ X-500 _ 560 -500 _ 1a. 
bù ID ì 
vn 


vậy giả thuyết Hạ được chấp nhận. 


ở đây |t|< Cụ, 
Bài 5ã: Nghiên cứu các lần hỏng hoc của một quá trình sản xuất 
ứng với 8 kíp làm việc thì được bảng (1). 
Thay kiểm nghiệm giả thuyêt H, : *Số lần hỏng hóc dối với mỗi kíp 
có xác suất như nhau (nghĩa là số lần hỏng hóc phân phối đều đối với 
các kíp) với mức Œ = 0.05 : 


Báng 1 
 — “T————T—-————r- ~——— 
Kíp Số lần hỏng | t6 (n; -np,} 
| : nỤ), 
sả T. LG S— 
Ị 18. _0,08 
E ŠÌ. 00 _ 
NNGE NỢIE.. IS”. SMNý 
FIEG- j ST 0H 
18 0,06 
== _18_- .0,06 ' 
18 0,22 
—1A4——[ 1H. ——__—__ 5U... 


nuyệc : (n, -np là ; ' 
Giải: ö đầy n=1 L1, ta tìm các nỤ, ' k theo bang (1) và 
"Ụ, 
được Q”=9.90. Vì phần phối không chứa tham số chưa biết nên r=0 và 
khin-+>++z ta có phần phối z7 với (23) bậc tự do, theo (21) và bảng 
VII thị zÿ = 14/1. Ở đây Qˆ=2,9<11.1 vậy LH, được chấp nhận. 

Bài 6: Căn cứ vào kết quả lấy mẫu ghỉ ở bảng (2) hãy kiểm 
nghiệm giả thuyết H,, : "Đại lượng ngầu nhiên X có phân phối chuẩn” 
với mức œ = 0,05. 

Giải: Để tìm các p, cần óc lượng Rỳ vọng AL và phương sai ơ” 
của X, giá sử X có phần phối chuẩn No”). theo phương phái? hợi› lý 


cực đại ta có: ÄÑ=X và ö = b2 - XxƑ với I và ð“ là các ước 
n 


\ e1 
lượng của tu và ø” mà trị sẽ dùng thay cho ä và ớ”, 

Theo bảng (2) có ít = 5,15 và ø = U76, vậy các p, được tính từ NÓ, 
15; (0/76)”). Ví dụ ta tính pạ: 


ly s;Ì 
Du = PẪÀV6<x<42/ 


= GÍ= 1,35)~ ®(- 3,01) = 0/0849 


Báng 2 
L..._._Trs6cùaxX __ —+ —f | 
3,0-3,6 | 2 
3,6-4,2 8 
4,2-4,8 35 
4,8-5,4 43 
5,4-6,0 | 22 
| 6.0-6,6 | 15 
“<“ZFÐ“<“....... A5) h 
| Công | 130 


¬ 
G2 


np„=130x0.0849=11,04. 
Tương tự: 
np;,=2,09: np.=28,24; 
np,=39.85: np;=31,10; 
np„=13.43; np;=3,65. 
Vì vậy ta có: 


z_(-269) (6-1104, „ 


9 3.69 11.04 


Vì có 3 tham số cần ước lượng nên ở đây phân phối zŸ tương ứng 

có 7-9-1=4 bậc tự do. Ở đây miền bác bỏ giả thuyết Hạ là: 
W={X¿... Xu):Q” > xấu = 9.49 } 
6,22 < 9.49. vậy gia thuyết Hạ được chấp nhận. 

Bài 7: Jô-han-sen đo chiều dài của 12.000 quả đậu và phân ra 16 
loại thì được bảng (3). Hãy kiểm nghiệm giả thuyết Hụ : “Chiều dài các 
quả đậu tuân theo luật phân phối chuẩn” với mức œ=0,1%. 

Giải: Cũng như ở bài 6, ta cẩn ước lượng kỳ vọng L và phương 
sai ø” của X và được: 

ñ =8,ð012;ớ” = (0,6163)” 

(Thực ra để ước lượng ụ và ở ở đây có thể căn cứ ngay vào bảng 
Œ3) và có kể đến hiệu chỉnh 5ippa). 

Ở dây Q?=196,5 và ⁄j¿ạ =345 (ứng với yŸ với 13 bậc tự do). 
196,5 > 344.5, vậy gia thuyết Hạ bị bác bó, nghĩa là chiều dài của các 
qua đậu không tuân theo phân phối chuẩn. 
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Bảng 3 


Thư tự Các lớp | Số lân xuất hiện n, np n_ np, 
D Í 
1 bẻ hơn 7.00 32 68 -36 
| 2 7,00-7,25 103 132 -29 
Kì 7,25-7,50 239 310 -71 
4 7,50-7,75 624 617 7 
"6 7,75-8,00 1187 1046 141 
6 8,00-8,25 1650 1506 144 
vụ 8,25-8.50 1883 1842 41 
8 8,50-8,75 1930 1920 10 
9 8,75-9.00 1638 1698 -60 
10 9,00-9,25 
11 9.25-9,50 
12 9,50-9,75 
13 9,75-10,00 
14 10,00-10,25 
15 10.25-10,50 
16 lớn hơn 10,50 


Tổng số 


Bài 8: Trong bằng C1) dựa ra phần phối màu tóc và lông mày của 


46.549 người Thuy Điển được gọi nhập ngũ trong một khoảng thời 
gian nhất định. Hãy kiểm nghiệm giả thuyết Hụ : "Màu tóc và màu 
lông mày độc lập với nhau” với mức ơ = 0,05. 

Giải: Áp dụng lý luận đã nêu trong qui tắc x” 5.3, với miền bác 
bỏ gia thuyết Hị: 

UP >Y 0n: =38. 

Vì ở dây (r=1).(s=1)=1 nên zŸ có một bậc tự do. Áp dụng công thức 

(22), ta được: 


UV = 19288 


Vậy gia thuyết Hạ bị bác bỏ. 


Màu lông 


mày 


Bài 9: Xét dãy số trong bài toán mở đầu ở 5.1, hãy kiểm nghiệm 
giả thuyết H:ø¡ =ø„ với đối thuyết TÍ,:ơi # ø„ với mức ¿=0,05. ở đây 
ta giả sử các dãy số liệu từ 23 phương pháp đều theo luật phân phối 


chuẩn với phương sai là ø; và ơš. 


Giai: Ta đặt EP= - và miền bác bó gia thuyết H, là: 
bi 
W-[X,....X„):E > f, = fuus] 


Tra bảng VỈIL từ phần phối EÈ với (25) và (26) bạc tự do ta có 
0,195 nên 


Íguạ=6,19. Theo mẫu tà có Sĩ =Ú,10; 
F=1,95 <f„ vậy giả thuyết HỤ, được chấp nhận. 
Bài 10: Người ta san xuất bóng điện từ 1 loại nguyên liệu khác 
nhau, kết quá thí nghiệm cho ở bảng (5). với gia thiết là giờ làm việc 
được của một bóng điện tuân theo luật phân phối chuẩn. Hãy kiểm 
nghiệm giả thuyết H,,: * Các loại nguyên liệu không có ảnh hưởng đến 


chất lượng bóng diện” với mức u=0.U5. 
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Báng 5 
Nguyên 
liệu 


Giơ làm việc của bóng điện 


Giai: TÌa có: 
Xi =167T: X¿ = 1663: X;: = 1636; X, = 1568 
Q¡ 442361 


= St ]0) T07 
l -1 bì 
Ñðu 15135 
Â- „ (0c) si đNỚ 
n~Í 39 
và: 
ke] LTN/ - XE 
6.880 


Theo phân phổi È với (35) bậc tự do có f„=3/05 ở đây F< fyg;, 
vậy Hụ được chấp nhận. 

Bài I1: Chọn ngẫu nhiên lỗ gia đình công nhân ở Vaecsava mà 
mỗi gia đình có 5 người. rồi hỏi xem mỗi gia đình đã tiêu bao nhiêu 
tiển vào các sinh hoạt văn hoá và bao nhiều tiền về việc đi lại (đi lại 
bằng tàu, xe...) thì được bảng (6). Hãy kiểm nghiệm giả thuyết HH, : 
*Chi phí về sinh hoạt văn hoá bằng chỉ phí di lại" với đôi thuyết H, : * 
Hai chi phí có giá trị khác nhau”. với mức œ = 0,05. 

Giải: Theo mẫu min(D,; A,)=min(13; 2)=2, theo bảng IX mạạ;=3 


vậy Ll¿ bị bác bỏ. 


Bảng 6 


GH NIẾ N ĐIHHSTỊP | 460fpiðtvÄdïbf Dấu của hiệu 
văn hoá 

12/1 
62 
6,0 
84 
42 
68 
69 
20,0 
135 
72 
85 


l 


+ + + + + + + + 


7,9 
1,3 
6,9 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
cả 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 


Bài 12: Trong một khu vực nghỉ mát người ta thống kê số người 
du lịch đã đến đấy trong 10 mùa hè liền thì được các con số (nghìn 
người): 8,3; 8,5; 8,5; 8,0; 8,6; 8,7; 9,0; 9,1; 9,2; 8,2. 

Hãy kiểm nghiệm giả thuyết H, : ° Các số được đặt một cách ngẫu 
nhiên" (nói cách khác số người đến nghỉ mát không có chiều hướng 
thay đổi) với mức œ = 0,05. 

Giải: Trung vị của dãy trên là 8,55, ta có dãy: 

XXXXYYYYY X 
Số nhóm u=3, theo bảng X với n,=5, n„,=5 thì Uao;;=2, Uạạ;;=9. Ở 


đây 2<3<9, vậy Hạ được chấp nhận. 
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Hài 13: Có hai đơn vị công nhân cùng sản xuất ra một loại sản 
phẩm, đơn vị một được bổ túc về kỳ thuật, đơn vị 2 không dược bổ túc 
về kỷ thuật. Năng suất của đơn vị I: 1.3; 1740; 18.1; 18/4; 18,7; 17,9; 
18.6 và của đơn vị 2: 18,3; 16,4: 17,5: 18,0; 17.7. 

Hãy kiểm nghiệm giả thuyết HH, : "Việc bố túc kỹ thuật không có 
tác dụng” (hay: năng suất của 2 đơn vị như nhau, hay: các số trên được 
sắp một cách ngẫu nhiên) với mức ơ = 0,05. 


Giải: Sắp các số liệu theo thứ tự không giảm: 16,4: 17,0; 17, 
17,9; 18,0; 18,1; 18,2; 18,3; 18,4; 18,6; 18,7. Gọi năng suất của đơn vị 


một là X, của đơn vị 2 là Y ta có dãy: 
YXYYXYXYXXXX 
Số nhóm u=8; theo bảng X Ủ¿¿„;=3, U,„;;=10,3<8<10, vậy giả 
thuyết H, được chấp nhận. 


Phần phụ lục 
Phụ lục 1: BỐ TÚC TOÁN 


1. Hai qui tắc kết hợp 

a) Qui tắc kết hợp cộng: Nếu dối tượng x có a cách chọn và đối tượng y 
có b cách chọn thì ta sẽ có (a+b) cách chọn để được x hoặc v. 

b) Qui tắc kết hợp nhân: Nếu đối tượng x có a cách chọn và dối 
tượng v eó b cách chọn thì ta sẽ có (a.b) cách chọn để được x và y. 

2. Chỉnh hợp: Chỉnh hợp chập k của n phần tử (k<n) là những 
nhóm gồm k phần tử có thể lập được từ n phần tử mà giữa chúng hoặc 
khác nhau về thành phần (phần tử) hoặc khác nhau về thứ tự giữa các 
thành phần (phần tử) tạo nên chúng và ta ký hiệu số chỉnh hợp là AR: 


1 
Ạ" =nÍn -1).(n~ k+ 1)= Bi. 
(n - k} 

3. Hoán vị: Hoán vị của n phần tử là số cách sắp xếp n phần tử 
ấy mà giữa chúng chỉ khác nhau về thứ tự giữa các phần tử và ta ký 
hiệu số hoán vị là P,: 

Pạ =n{n -1)..2.1=nl 

(Chú ý: D„, = A",0!=1!=1). 

4. Tổ hợp: Tổ hợp chập k của n phần tử Œ&<n) là những nhóm gồm k 
phần tử có thể lập được từ n phần tử mà giữa chúng chỉ khác nhau về thành 
phần (phần tử) tạo nên chúng và ta ký hiệu số tổ hợp là CỶ : 


k nÌ 


Ch Z7z—.xvcc 
" Ín—k}kt 
5. Nhị thức Niutơn: 


"n 
(x xã a)" Ei ĐÀ 0 cay 
k=0 
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Phụ lục 2: CÁC BẢNG SỐ 


Bảng ! 
1 _x2 
Giá trị số của hàm số f(x)=-=—e© ” 
v2m 
- 
2 3 4 Š 6 7 6, Jj. vổ 


 .¬........ 


19T 


3989 3988 3986 3984 3982 ' 3980 397 |3973 
3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 
3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 | 3a2s 
3790 3778 3765 | 3752 3739 3726 3712 | 3697 
9653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 | 3538 


3485 3467 3448 3929 3410 3391 3372 3352 
3292 3271 3251 3230 3209 3187 | 3166 3144 
3079 3056 3034 | 3011 2989 2966 2943 2920 
2850 2827 2803 2780 | 2756 2732 2709 2685 
2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444 


2371 2347 2323 2299 2275 (2251 2227 2203 


2131 2107 2083 2059 2036 | 2012 1989 1965 
1895 1872 1849 1826 | 1804 j 1781 1758 | 1736 
1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 | 1518 
1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 | 1315 


1257 1238 1219 1200 1182 1163 | 1145 1127 
1074 1057 1040 1023 1006 |0989 ' 0973 0957 
0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804 
0761 _ | 0748 0734 0721 0707 | 0694 | 0681 0669 
0632 0620 0608 | 0596 0584 (0573 | 0562 055 


z9I 


Bảng l tiệp theo. 


x 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 
20 0.0540 | 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 
S1 0440 | 0431 0422 0413 0404 0396 0388 0379 0371 0363 
22 0355 | 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290 
23 0283 | 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 
24 0224 | 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180 
25 0175 | 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139 
26 0136 | 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107 
27 0104 | 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081 
28 0079 | 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061 
29 0060 | 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046 
3,0 0.0044 | 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 
341 0033 | 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025 
32 0024 | 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018 
33 0017 | 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013 
3,4 0012 | 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009. 
35 0009 | 0008 0008 0008 0008 '0007 0007 0007 0007 0006 
3,6 0006 | 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004 
37 0004 | 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 
3.8 0003 | 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 
39 0002 | 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001 


kaaing 


š 
Giá trị của hàm Laplat: 4®(x) = ch ƒ= ?dz 
(2m o 
x 0 1 2 lR 3 4 5 6 X) S18 ï 
00 |0/00000 |00399 |00798 |01197 |01595 |01994 |02392 | 02790 | 03188 03586 
01 03983 |04380 |04776 |05172 |05567 |05962 | 06356 | 06749 | 07142 | 07535 
0/2 07926 |08347 |08706 |09095 |09483 |09871 |10257 |10642 11026 | 11409 
043 11791 |12172 |12556 |12930 |13307 |13683 |14058 | 14431 14803 | 15173 
04 15542 |15910 |16276 | 16640 |17003 | 17364 |17724 | 18082 18439 | 18793 
0,5 19446 |19497 |19847 |20194 |20194 |20884 |21226 |21566 21904 22240 
0,6 22575 |22907 |23237 |23565 |23891 |24245 |24537 |24857 25175 25490 
07 25804 |26115 |26424 |26730 |27035 |27337 |27637 |27935 | 28230 28524 
0,8 288144 |29103 |29389 |29673 |29955 |30234 |30511 | 30785 | 31087 | 31327 
Km) 31694 |34859 |32121 |32881 |32639 |32894 |33147 |33398 |33646 33891 
1,0 341344 |34375 |34614 |34850 |35083 |353144 |35543 |35769 | 35993 | 36214 
14 36433 |36650 |36864 |37076 |37286 |37493 |37698 |37900 | 38100 38298 
1 38493 |38686 |38877 |39065 |39251 |39435 |39617 |39796 39973 ¡40147 
13 40320 |40490 |40658 |40824 |40988 |41149 |41309 |41466 |41621 | 41774 
1,4 44924 |42073 |42220 |42364 |42607 |42647 |42786 |42922 - 43056 -43189 
(15 | 43319 |43448 |43574 |43699 |43822 |43943 |44062 |44179 44295 44408 


t1 


9T 


ket Bảng 1I tiếp theo 
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 
tử 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327 
1,8 46407 46485 | 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062 
198 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670 
2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 | 48077 48124 48169 
21 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 
22 48610 48645 48679. | 48713 48745 48778 48809 48840 | 48870 48899 ' 
23 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 Í 
24 49180 | 49202 49224 49245 49266 49286 | 49305 49324 49343 49361 | 
2.5 49379 49396 | 49413 49430 49446 49261 49477 49492 49506 49520 

¡26 49534 49547 49560 49573 49585 | 49598 | 49609 49621 49632 49643 
r2xyj 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 
28 49744 49752 49760 49767 49774 49781 48788 49795 49801 49807 
2.9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 | 49861 
3.0 0,49865 31 48903 3/2 49931 3.3 49952 3,4 49966 | 
35 ' 49977 3,6 49984 37 49989 3,8 49993 3.9 49995 | 
40 499968 
45 499997 

| 5,0 49999997 


Các giá trị của hàm: P,(a) = 


Bảng III 


k 
T T ¬ =và 1 
li 01 | 0,2 03 04 0,6 | 
| 
ị ị † . | ¬ 
0 0,904837 0818731 0,740818 0.670320 0.606531 0,548812 
1 | 0.090484 0.163746 0,222245 0,268128 0.303265 0,329287 | 
2 -— 0004524 0,016375 0,033337 0.053626 0.075817 0098786 ` 
3 | 0000151 0.001091 0.003334 0007150 ¡ 0.012636 0019757 ` 
4 0,000004 0,000055 0,000250 0000715 | 0001580 0,002964 
| 5 0,000002 0,000015 0.000057 | 0,000158 0.000356 
Ï 6 0,000001 0.000004 0,000013 0,000035 
7 IÚ8 0,000001 0,000003 


S9I 


00Ị 


K 
0 Í 0,498585 
1 | 0,347610 
2 0,121663 
3 0,028388 
4 0.004968 
5 Ì 0,000695 
| 6 L— 0,000081 
7 | 0,000008 
pc 8 | 
| 8 
Ð w j 
HÓ, 
12 
13 
14 


0,449329 
0,359463 
0,143785 
0,038343 
0.007669 
0,001227 
0,000164 
0,000019 
0,000002 


1,0 3,0 
an ca KG THEIREEEELINGSHN.-NEGŒEGSE. 
0,406570 0,367877 0,135335 0,049787 
0,365913 0,367879 0,270671 0,149361 
0,164661 0,183940 0,270671 0,224042 
0,049398 0,061313 0,180447 0,224042 
0,011115 0,015328 0,090224 0,168031 
0,002001 0,003066 0,036089 0,100819 
0,000300 0,000511 0,012030 0,050409 
0,000039 0,000073 0,003437 0,021604 
0,000004 0,000009 0,000859 0,008101 
0,000001 0,000191 0,002701 

0,000038 0,000810 
0,000007 0,000221 
0,000001 0,000055 
0,000013 

0,000003 

b.- 0.000001 


| 2,0 


` 


L1 


0,018316 
0,073263 
0,146525 
0,19E5367 
0,195367 
0,156293 
0.104194 
0,059540 
0,029770 
0,013231 
0,005292 
0,001925 
0,000642 
0,000197 
0,000056 


0,000015 


0,006738 
0,033690 
0,084224 
0,140374 
0,175467 
0.175467 
0,146223 
0,104445 
0,065278 
0,036266 
0,018133 
0,008242 
0.003434 
0,001321 
0,000472 
0,000157 


6,0 | 7,0 Ị 8,0 | 9.0 
IE0izotEzEcsod' 2iteraz0f-otiSTciie 30:SGAN .-e 
0002479 | 0000912 | 0.000335 - 0,000123 
0.014873 0006383 | 0002684 _ 0/001111 
0.044618 0,022341 0010735 | 0,004998 
0.089235 0,052129 0028626 | 0.014994 
0.133853 00912226 | 0.057252 | 0,033737 
0.160625 0427717 | 0/091604 Ô 0060727 
04160623 | 0149003 | 0122138 0091090 
0,137677 0.149003 0139587 |  0.117116 
0.103258 |  0,130377 0.139587 | 0.131756 
0,068838 0.101405 012407 |  0.131756 
0,041303 0.070983 0,099262 0.118580 
0,022529 0,045171 0,017219 0.097020 
0011262 | 0,026350 | 0,048127 0.072765 
0,005199 0,014188 0.029616 0.050376 
0,002228 0,007094 0,012924 0,032384 
0000891 0,003311 0,009026 0,019431. 


| 
| 
| 
| 
| 


— 


| 


4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 
16 0,000004 0,000049 0,000334 0,001448 0,004513 0,010930 
17 , 0,000001 0,000014 0,000118 0,000596 0,002124 0,005786 
18 0,000004 1,000039 0.000232 0,000944 0,002893 
19 0,000001 0,000012 0,000085 0,000397 0.001370 
20 0,000004 0,000030 0,000159 0,000617 
21 0,000001 0,000010 0,000061 0,000264 
2 0,000003 0,000022 0,000108 
2 0,000001 0,000008 0,000042 
24 0,000003 0,000016 
25 0,000001 0,000006 
26 0,000002 
(24 0,000001 


691 


0,904837 


0,995321 
0.999845 
0,999996 
1,000000 
1.000000 
1,000000 


Bảng IV 
k 


Giá trị của hàm v. 


| Bà) 


0,2 | 0,3 
Bi gẾ 

0818731 | 0,740818 
0982471 | 0.963063 
0.998852 0,996400 
0,999943 0,999734 
0.999998 | 0.999984 
1,000000 0,999999 
1,000000 1,000000 
1,000000 1,000000 


Lịu TP: 

` Ï— 
0,4 0,5 0,6 | 
———== — — 

0,670320 0606531 ¡ 0.548812 

0938448 | 0.909796 0878099 
0992074 | 0.985612 0976885 - 
| | 

0999224 | 0.998248 .0.996642 

0999939 | 0999828 |  0.999606 
0,999996 0999986  0.999962 - 
1000000 | 04999999  0,999997 „, 

1000000. 1,000000_ ,_ 1.000000 


07 0,8 0,9 | 10 2,0 Ị 3,0 
l 
0 (.496585 0.449329 0,406570 0.367879 0.135335 0,049787 
1 0.844195 0.808792 0772483 | 0735759 0.406006 0.199148 
2 0,965858 0.952577 0937144 . 0.919699 0.676677 0,423190 
3 0.994246 0.990920 0986542 Ô 0,981012 0857124, 0647232 
4 0.999214 0,998589 0.997657 | 0,996340 0947348 | 0.815263 
5 0,999909 0.999816 04999958 |  0.999406 0.983437 |  0.016082 
6 0.999990 0.999980 0999988 | 0/999917 0995467 |  0.966491 
7 0.999998 0,999999 0.999997 | 0.999990 0998904 , 0.988095 
8 1,000000 1,000000 1000000 | 0.999999 0999763 | 0.996196 
9 | 1,000000 0.999954 | 0.998897 
10 | 0,999992 0.999707 
11 | * 0999999. 0.999928 
12 | 1000000 | 0.999983 
13 | 0.999996 
14 | (0999999 
15 | __ 1.000000 


‹Ø© €@©Ø *x Œ@ CŒỉổ Ẩ& GV 8S 


=Ã ˆ cÃ _ = 
3à RŠ = @ 


4,0 5,0 
0,018316 0.006738 
0.091579 0.040428 
0,238105 0.124652 
0,433473 0,265026 
0,628839 0.440493 
0,785132 0,615960 
0,889326 0.762183 
0,948866 0,866628 
0,978636 0.931806 
0,991867 0.968172 
0,997159 0.986305 
0,999084 0.984547 
0,999726 0,997981 
0,999923 0,999202 


6,0 | 7,0 8,0 ị 9,0 
| TP 
0002479  0.000912 ( 0.000335 0.000123 
0.017352 | 0.007295 0.003019 0.001234 
0,061970 , 0029636 0.013754 0.006232 
0,151205 | 0081765 0.042380 0,021228 
0,285058 0172991 | 0099632 0.054963 
0,445681 0.300708 0,191236 0.115690 
0,606304 0.449711 0.313374 0.206780 
0,743981 0.598714 0452961 ¡  0.323896 
0,847239 | 0729091 | 0592548 | 0455652 
0916077 | 0830496 | 0.716625 0.587408 
0,957380 | 0.901479 0.815887 0.705988 
0,979909 0946650 __0,888077 0,803008 
0.991173 0.973000 | 0936204 0875773 
0.996372 0987188 | 0965820 Ô 0926149 


£"[ 


0,999979 
0,999994 
0,999998 
0,999999 
0,999999 
0,999999 
1,000000 


5,0 


0,999774 
0,999991 
0,999980 
0,999994 
0,999998 
0,999998 
0,999999 
1,000000 


6,0 


0,998600 
0,999491 
0,999825 
0,999943 
0,999982 
0,999994 
0,999998 
0,999999 
0,999999 
1,000000 


0,994282 
0,997593 
0,999041 
0,999637 
0,999869 
0,99995S5 
0.999985 
0,999995 
0,999998 
0,999999 
0,999999 
1,000000 


,.„ >”—= \ 
| ao 90 —~ 
| 
0,982744 0.058533 
0.991770 0.977964 
0,996283 0.988894 
0,998407 0,994680 
0.999351 0.997573 
| 0.999748 0.998943 
| | 
0,999907 0.999560 
0,999967 0/999824 
0,999989 0999932 - 
0,999997 0999974 
0,999999 0999990 _ 
Ì gggBg88 0,999996 
1,000000 0,999998 
0999999 ` 
1.000000 


MÃI 


Một phần bảng các số ngẫu nhiên của KAĐURÔP. 


Bảng V 


3393 
9108 
7891 
9085 
2638 
1313 
3897 
4380 
1618 
4858 
5364 
0905 
1420 
3218 
9697 
0912 
4636 
2515 
5964 
7848 
5192 
8438 
8166 
9188 
6061 


6270 
2330 
3590 
6307 
2908 
835C 
4202 
9543 
6309 
4676 
9142 
6986 
0470 
9080 
8431 
4964 
7072 
4734 
0412 
1523 
2571 
8325 
6349 
8263 
3525 


4228 
2157 
2502 
6910 
6368 
0623 
3814 
1646 
7909 
7363 
0847 
9396 
8679 
6604 
4387 
0502 
4868 
9878 
5012 
7904 
3643 


9886 ˆ 


0319 


_":6804 


4048 


6069 
7416 
5945 
9174 
0398 
8600 
3505 
2850 
0874 
9141 
5393 
3975 
2328 
1813 
0622 
9683 
j 0804 
6761 
2369 
1521 
0707 
| 1805 
| 5438 
| 2582 
0382 


9407 
0398 
3402 
1753 
5495 


" 4950 


1599 
8415 
0401 
6133 
5416 
9255 
3939 
8209 
6893 
4636 
3894 
5636 
6461 
1455 
3434 
0226 
6838 
1160 


4224. 


1865 
6173 
0491 
1797 
3283 
5414 
1649 
9120 
4301 
0549 
6505 
0537 
1292 
7039 
8788 
2861 
7182 
2949 
0678 
7089 
6818 
2510 
2460 
1256 
7148 


8549 
1703 
4328 
9229 
0031 
7131 
2784 
8062 
4517 
1092 
7156 
2479 
0406 
2086 
2320 
2876 
8417 
3979 
3693 
8094 
5729 
3675 
6433 
1816 
8259 


3217 
8132 
2365 
3422 
5955 
0134 
1994 
2421 
9197 
3461 
5634 
4589 
5428 
3369 
9358 
1273 
2367 
8650 
2928 
9872 
8614 
5058 
0644 
0690 
6526 


2351 
9065 
6175 
9861 
6544 
7241 
5775 
6161 
3380 
7116 
9703 
0562 
3789 
4437 
5904 
7870 
7032 
3430 
3740 
0898 
4298 
2515 
7428 
1215 
5340 


8410 
6717 
7695 
8367 
3883 
0651 
1406 
4634 
0434 
1496 
6221 
5345 
2882 
3798 
9539 
2030 
0003 
0635 
8047 
T174 
4129 
2388 
8556 
9590 
4084 


¡0340 4740 
4773 8368 
4562 7910 4780 3305 
3957 5828 4597 3837 
0163 8005 1704 7584 
4104 1253 4268 9849 
7402 2163 4597 3977 
6554 0086 2863 3259 
5425 9894 4126 5566 
1570 2555 1607 2272 
9136 0537 5600 3957 
1458 4331 9555 4483 
0158 0154 1124 8923 
6021 7623 2107 5760 
9662 1702 6044 4689 
3464 2397 2029 3949 
6742 3607 1382 4273 
6324 5383 1839 7732 
2555 1290 2427 3379 
1040 5670 4057 1880 
0349 7808 2446 5744 
1074 | 7385 7285 0876 
0969 0739 7120 2497 
1131 4928 7378 6629 
5904 2732 4430 2464 
2613 | 9025 2836 8493 
4161 | 6224 4184 2633 
7061 | 3847 9508 4528 
1575 | 3209 | 9070 0644 


| 3309 | 4853 | 4021 | 8644 | 
2050 | 3603 | 1812 4020 
6817 6736 4591 9037 | 
8310 3044 0433 1322 
j 7050 | 7670 1848 5173 
5637 5325 9367 5939 
8251 3537 | 5139 5050 ' 
6129 7391 | 0429 2836 ` 
| ¿ 1311 4847 217 | SHố1 | 
5151 2477 3250 7859 ` 
4245 4289 9301 4788 
3395 7157 1084 | 0561 
6542 9757 7896 | 7029 
8068 | 1543 2019. | 3678 j 
3370 3763 4713 4726 
9366 3691 3221 | 3010 | 
216 | 2583 6878 3080 
6844 3518 1638 7438 ` 
1479 7233 3827 9134 
6342 | 6329 1364 1015 
0485 7584 6030 2040 
0315 9870 0611 0799 
6970 4028 2192 6139 
7669 5252 7613 7180 
3030 4044 2628 4619 
0820 8374 3852 3137 
6713 9803 9650 5060 


_ 1959 


7739 


4238 
2487 
8504 
3361 


S919 
2643 
7354 
3309 
9301 
7513 
8145 
1224 
2412 
4145 
8057 
6361 
5108 
7390 
6208 
3326 
2730 
3502 
0733 
1125 
7169 


4783 
9374 


4279 
3926 
0911 
6743 


5583 
4035 
1903 
2555 
4741 
0431 
7080 
0260 
9066 
2452 
7173 
7008 
3033 
2421 
9450 
7949 
1020 
5051 
9224 
5148 
8117 


| 


HC 


1810 
4788 


6206 
2233 
2001 
5995 


6103 
3089 
6909 
9334 
0683 
9659 
3287 
4158 
8663 
3340 
5753 
7995 
3546 
9879 
7613 
3667 
2413 
9024 


2020 
4350 


1699 
8260 
5804 
4194 


9872 
4991 
9776 
3869 
0253 
8204 
3336 
Két S) 
5408 
5540 
3592 
8010 
0827 
9796 
4591 
5243 
9291 
3413 


| 5937 1801 
| 2787 8948 
__ 4134 4040 _ 


Bảng V tiêp theo 


9/T 


4857 


1218 
4606 


| 


9180 
2198 
1412 
9590 
8583 
5859 
6651 
- 5011 
7644 


3379 
9340 
5962 
0924 
2770 


3275 
9284 
3418 
5917 
8715 


2695 
7749 
4777 
1526 
4364 


2074 
2484 


1702 
9098 
6797 
3383 
9226 
2998 
6116 
4724 
9041 


9603 
7677 
5702 
3658 
9375 


2357 
0351 
9975 
0848 
7380 


6030 
1911 
3450 
9362 
5740 


5893 
5415 


3121 
1824 
9138 
0477 
8380 
3765 
5813 
3490 
1179 


7710 
1030 
0111 
1160 
3482 


7034 
2933 
1270 
9251 
9909 


4897 
5101 
1479 
4810 
4365 


2599 
2139 


2651 
7501 
5612 
5168 
1588 
7890 
7584 
3027 
4972 


8469 
6631 
3408 
2912 
7891 


6931 
0369 
8196 
2687 
5242 


1861 
1952 
6380 
8831 
8179 


3795 


Lj/T 


| 
| 


7112 
8567 
3143 
7606 


9712 
3182 
4092 
1243 
7065 


1351 


6741 
8636 
3336 
9020 


1078 
2816 
6975 
0173 
3998 


5809 


1376 
1722 
1685 


4221 
8136 
0039 
8905 
2010 


2022 
6232 
2646 
1202 
8627 


1443 
2040 


2045 3051 
0022 6020 
6284 6440 
2338 1295 
7378 6057 
0960 2904 
9605“ 7747 
9814 5467 
4562 6324 
9570 2758 
1115 8900 
5891 1582 
6732 7472 
4080 1033 
4708 | 4354 


3136 
5010 


Bảng V tiêp theo 
ì 


7128 9056 
4107 2635 
5387 1199 
9815 6337 
5580 3284 
5720 5479 
2493 0203 | 
9106 | 3272 'j| 
2071 1995 
0640 0424 
1428 1092 - 
4123 | 6758 | 
8158 | 8083, 
6467 | 5358 | 
6072 | 6092 
9927 4320 
8392 | 2044 


8/1 


Bảng VI 


ThS j 0,99 0,98 0,95 0,90 0.80 | 0/70 0.50 
1. 0000 | 0001 | 0004 | 0016 | 0/064 | 0.148 | 0455 
2. 0020 | 0040 | 04103 | 0241 | 0446 | 0713 | 14386 
3. 04145 | 0.485 | 0352 | 0/884 | 1005 | 1424 | 237 
4. 0/297 | 0429 | 0711 | 1064 | 1649 | 220 | 336 
5. 0654 | 0752 | 1445 | 1610 | 234 | 300 | 435 
6. 0872 | 14344 | 1635 | 220 | 307 | 383 | 535 
# 1239 | 1884 | 2417 283 | 3/82 | 467 | 6435 
8. 1646 | 203 | 273 349 | 489 | 583 | 7.34 
9. 209 | 2/53 | 3432 | 447 | s38 | 639 | 834 
10. 256 | 306 | 3494 486 | 618 | 727 | 9434 
1. 305 | 3/61 4,58 558 | 699 | 815 | 1034 
12. đế? | “46 | 63: | 36: | mối 903 | 1144 
13. 4.11 476 | 5,89 704 | 863 | 993 | 1234 
14. 466 | 5437 | 657 779 | 947 | 1082 | 13434 
15. 523 | 5/98 | 7,26 865 | 1031 | 1172 | 1434 
16. 5,81 6,61 7,96 931 | 1115 | 1262 | 1534 


6/I 


hộ  A— 099 | 098 | 095 | 090 | 080 | 070 | 050 
1ứ, 641 | 726 | 867 | 1008 | 1200 | 1353 | 1634 
18. 702 | 791 | 9439 | 1086 | 1286 | 1444 | 1734 
19. 763 | 867 | 1041 | 165 | 1372 | 1535 | 1834 
20. 826 | 924 | 1085 | 1244 | 1458 | 1627 | 19434 
vấn: 8,90 9,92 11,589 13,24 15,44 17,18 20,3 
Gái 9,54 10,60 12,34 14,04 16,31 18.10 213 
23. 1020 | 1129 | 1309 | 1485 | 1719 | 1902 | 223 
24. 1086 | 1199 | 13865 | 1566 | 1808 | 1994 | 233 
25. 1152 | 1270 | 1461 | 1647 | 1894 | 209 | 243 
26. 1220 | 1341 | 1538 | 1729 | 1982 | 218 | 253 
27. 1288 | 1412 | 1615 | 1811 | 207 | 227 | 263 
28. 1356 | 1485 | 1693 | 1894 | 216 | 236 | 273 
29. 14426 | 1557 | 1771 | 1977 | 225 | 246 | 283 
30. 1495 | 1631 | 1849 | 206 | 234 | 255 | 293 


08T 


2; 
3. 
4. 
5. 
6. 
Tu 
8. 
8. 


_. —  — 
NC 


13. 


[8I 


0,20 Đo | 0,05 ] 0,02 | 001 0001 - 
+ †ƒ——— 
21,6 24.8 27,6 3l0 ¡ 3354 | 408 - 
228 | 280 | 29.8 323 | 348 | 423 
Z2 | 272 30,1 337 | 36/2 | 438 
250 | 284 | 314 | 350 | 376 | 4583 
26,2 296 | 327 363, 389 | 468 | 
273 | 308 | 339 | 377 | 403 | 483 
28.4 520 | 352 390 ¡ 416 | 497 
296 | 332 | 364 | 403 | 4340 | 512 
307 | 3⁄44 | 37.7 417 | 443 | 526 
31,8 56 | i04 42,9 45,6 | 54. 
32,9 367 | 40,1 HT Ì #@m | 88 
34,0 379 | 413 484 483 56.9 
35,1 391 | 426 | 464 | 49/8 58,3 
362 | 403 | 438 480 | 500 | 597 


Bảng VII 


Các trị số t, được xác định từ đại lượng ngẫu nhiên T, 
có phân bố stiuđơn với k bậc tự do 


k+l 
Me đềY? 
P{T„|>t„)=œ na {-Š) dt=œ 
(0) 
Đ) 

“ 0,05 0,02 0,01 0,005 : 0,001 

1 12,706 31,821 63,657 636,6 
2 4,303 6,965 9,925 14,089 31,600 
3 3.182 4,541 5,841 7,453 12,922 
4 2/776 3/747 4,604 5,597 8,610 
5 2,571 3,365 4,032 4.773 6,869 
6 2A47 3,143 3,707 4,317 5,959 
tự 2,365 2,998 3,499 4,029 5,408 
8 2,306 2,896 3,355 3,833 5,041 
9 2,262 2,821 3,250 3,690 4,781 
10 2,228 2,764 3,169 3,581 4,587 
12 2/179 2,681 3,055 3,428 4,318 
14 2,145 2,624 2,977 3,326 4.140 
16 2,120 2,583 2,921 3,252 4,015 
18 2,101 2,552 2,878 3,193 3,922 
20 2,086 2,528 2,845 3,153 3,849 
22 2,074 2,508 2,819 3,119 3,792 
24 2,064 2.492 2,797 3,092 3,745 
26 2,056 2,479 2/779 3,067 3,704 
28 2,048 2.467 2,763 3,047 3,674 
30 2,042 2,457 2,750 3,030 3,646 
+œ 1,960 2,326 2,576 2,807 3,291 


182 


§8I 


k; (bậc tự do của mẫu S;`) 


Các trị số /„ được xác định tử đại lượng ngẫu nhiên Ƒ 


Bảng VIII 


với k, và k, bậc tự do theo công thức: P(E > f,)= œ 
œ =0/05 


A) 


có phân phổi F` 


k, (bậc tự do của tử s') 


T 


10 11 | 12 
—— ị 


-}- | 14 15-16 


242 (243 | 244 
194 W 194 
879 .876 | 874 | 
596 6/94 591 
474 | |azo | 4,68 
4.06 | 4.03 | 4.00 
384 |360 357 
3,35 | (3,31 | 3.28 
nvH. oẾ laờ 
2,98 | L2et|2m 
2.85 Ì 2/82 279 Ì 


Ị | l 
| 245 | 245 | 246 | 246 , 
le. | 194. 19/4 19,4 
873 | 871 870 (8.69 
Ls®) 587 |5.86. -8/84 
|4.6 | 4,64 Ì 4.62 | 4.60 
3,98 | 3,96 | 394 | 3,92 | 
3.5 set |äM Lạa9 
326 | 3.24 Ì.3/22 | 3,20 | 
3,05 | 303301 (299 | 
Ì 28g | 2.88 | 285 | 283 
276 | 274 | 272 Ì 270 ` 


S81 


Bảng VIII (Tiếp theo tử cột thứ 16 ở phần trên) 


~ 
n 


19 | 


20 


23 
+ 


26 


30 


40 


50 


60. 


80 100. 


8Ø8®öN38oœơ¬>oœweoœn—~ 
„ 
El 


248 | 
19.4 | 
867 
5,81 
4,57 
3,88 
3,46 
3,16 
2,95 
2/78 
2,66 
2/56 
2A7 
2,40 
234 
229 
2/24 
2,20 
2417 
2.14 
2.11 
208 
2.08 


2,04 


248 
19,4 
8,66 
5.80 
4,56 
3,87 
3,44 
3.156 
2.94 
277 
2/65 
2/54 
246 
2.29 
2/33 
2/28 
2/23 
2.19 
2.16 
2/12 
2/10 
207 
2.05 
2/03 


ị249 


19,5 
8,64 
67T 
4,53 
3,84 


341) 


3,12 
2,90 
2/74 
2,61 
2/51 
242 
2.35 
229 
2/24 
2,19 
2/15 
2/11 
2,08 
2.05 
2.03 
2,00 
1,98 


249 
19.5 
8,63 
5.76 
4,52 
3.83 
3.40 
3,10 
2.89 
272 
2.59 
249 
241 
233 
227 
2.22 
217 
213 


2.10 


207 
2,04 
2.01 
1,99 
1,97 


251 
19,5 
8,59 
5/72 
4.46 
377 


3.34 


3,04 
2.83 
2,66 
2/53 
243 
2:34 
227 
220 
2/15 
2/10 
2,06 
2,03 
1.99 
1,96 
1,94 
1,91 
1,89 


252 
19,5 
8,58 
5/70 
4.44 


3.32 
|3,02 
2.80 
| 2/64 
2,51 
| 240 

2.31 
224 
2,18 
212 
2,08 
2,04 


1,91 
1,88 
1,86 


375 | 


2,00 ' 
197 | 
| 1,94 | 


|252 
19,5 
8,57 
5.69 
|4.43 
374 
3.30 
3.01 
J2.79 
|2.82 
249 
2.38 
|2.30 
222 
|2.16 
241 
2.06 
202 
1.98 
1,95 
1.92 
189 
1,86 
¡1/84 


[19,5 195 
8,56 8,55 
5,67 | 5.66 
|441|4441 4 
|3,72 | 3/71 | 


| 252 | 253 | 


3,29 | 3,27 

2.99 | 2.97 | 
| 2/77 | 2.76 | 
2,60 ' 2.59 

2A7 | 2.46 | 
2,36 | 2,35 | 
| 2.27 | 2.26 
2,20 | 2.19 
2/14 | 2,12 | 
2,08 | 2,07 | 
2,03 | 2/02 

1,99 | 1,98 ( 
1.96 . 1,94 

1,92 | 1,91 ' 
188. 1,86 , 
| 1,88 | 1.85 | 
| 1,84 | 1.82 

1,82 | 1,80, 


98í 


Tiếp bảng VIII (Tiếp theo phần A với œ=0,05) 


k, (bậc tự do của tử Sš) 


¡2 


Lá 


9 


10 


11 


12 


13 


*# 
>5 


27| 4,21 
28| 4.20 
-29| 4,18 


30| 4,17 | 


324 4.15 
34| 4.13 
36| 4,11 
38| 4.10 
40 4.08 
42| 4.07 
44| 4.06 
46| 4.05 
48 4.04 
50| 4,03 
60| 4.00 


70| 3.98 | 


80| 3,96 
90| 3.95 
100| 3.94 
128] 3.92 
150| 3.90 
200| 3.89 
300 3.87 
500) 3.86 


>1000 3,85 


TT 
25 4.24 
28 4.23 


73.39 
|3.37 
|3,35 
! 3,34 
3.33 
3.32 
3,29 
3.28 
3/26 
3.24 
3/23 
|3/22 


3,20 
3.19 
3.18 
3.15 
3.13 
| 3.11 
3,10 
3,09 
3.07 
| 3.06 
!3.04 
| 3.03 
3.01 
3,00 


3,21 | 


274 
273 
2/71 
270 
2,09 
267 
2,65 
263 


262 | 


261 
2,59 
2.58 
257 
257 
2,56 
253 
2,50 
249 
247 
2.46 
244 
243 
242 
240 
2439 
2.38 


2.49 
247 
2.46 
245 
243 
2,42 
2.40 
2.38 
2.36 
235 
234 
2432 
231 
2,30 
229 
2,29 
225 
2.23 
221 
2,20 
2.19 
217 
2.16 
2.14 
2/13 
212 


2,40 
2/39 
237 
2,36 
235 
233 
2431 
2.29 
2.28 
2/226 
225 
224 
223 
222 
221 
220 
AY 
214 
213 
211 
2/10 
2,08 
2.07 
2,06 
2,04 
203 


2/34 
232 
231 
2,29 
228 
227 
224 
223 
221 
2.19 
2/18 
217 
2/16 
215 
2/14 
2/13 
2.10 
2/07 
2.06 
2,04 
2,03 
2/01 
2,00 
1,98 
1,97 
1,96 


2.11 | 2.02 | 1,95 


228 
227 
225 
2/24 
222 
221 
2.19 
2417 
|2.15 

2.14 
2412 
2.11 
2.10 
209 
2.08 
207 
| 2.04 
2.02 
200 
1,99 
1,97 
1,96 
1.94 
1,93 
1,91 
1,90 
1,89 


224 
222 
2,20 
2119 
2.18 
2,16 
214 
212 
211 
209 
2.08 
2.06 
2.05 
2,04 
2.03 
203 
1,99 
1,97 
1,95 
1,94 
1/93 
1,91 
1,89 
1,88 
1,86 
1,85 


1184 


2,20 
2.18 
2417 
2415 
2.14 
213 
2.10 
2.08 
2,07 
205 
2.04 
203 
201 
200 
1.99 
1,09 
1,95 
1,93 
1.91 
1.90 
1,89 
1.87 
1,85 
1,84 
1.82 
1.81 
1.80 


2,16 
215 
213 
212 
2.10 
2,09 
2,07 
2,05 
2,03 
202 
2,00 
1,99 
1,98 
1,97 
1,96 
1,95 
1,92 
1,89 
1,88 
1,86 
1,85 
1,83 
1,82 
1,80 
1,78 
1/77 
1,76 


214 
212 
2/10 
2,09 
2,08 
2,06 
2.04 
2,02 
2,00 
1,99 
187 
1,96 
1,95 
1,94 
1,93 
1,92 
1,89 
1,86 
1,84 
1,83 
1,82 
1,80 
1,79 
$ự7 
1/75 
1,74 
1/73 


°© 
° 


° 
© 
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Bảng VIII (Tiếp theo từ cột thứ 16 ở phần trên) 


j 18 | 19 | 20 


22] 


24 | 26 


28 


30 ' 40 


80 


60. 


_80 ¡ 100 


|2.04 | 2.02 | 2,01 
.02 | 2.00 | 1,99 
2,00 | 1,99 | 1,97 
1.99 ' 1,97 | 1,96 
1,97 | 1,96 | 1,94 
! 1,96 Ì 1,95 | 1,93 
1,94 | 1,92 | 1,91 
1.92 / 1,90 | 1,89 
(1,90 ¡ 1,88 / 1,87 
| 1.88 ! 1,87 | 1,85 
1,87 | 1,85 | 1,84 
1,86 | 1,84 | 1,83 
1,84 ¡1,83 | 1,81 
1,83 | 1,82 | 1,80 
1,82 | 1,81 | 1,79 
,80 | 1,78 
(1,76 | 1,75 
|1.74 |172 
|1.72 | 1,70 
(1,70 | 1,89 
¡1,89 | 1,88 
|1e 1,65 
1 
l 
1 
lì, 
|, 


,86 | 1,64 
,64 | 1,62 
,62 | 1,61 
61 | 1,59 


lœ @œ œ Gœ G@ Gœ ~ NI AI —I Gœ 
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1, 
1 
1y 
tr 
1, 
1 
T 
1, 
hỆt 
"là 
1 
14 


1.98 
1,97 
1,95 
1.95 
1,92 
1,91 
1,88 
1,86 
1,85 
1,83 
1,81 
1,80 
1,79 
1/78 
177 
1,76 
172 
1,70 
1,68 
1,66 
1,65 
1,63 
1,61 
1,60 
1,58 
1,56 


60 | 1,58 | 1.55 


1,96 Ì 1,95 
1,95 | 1,93 
1,93 | 1,91 
1,91 Ì 1,90 
1,90 ' 1,88 
1,89 | 1,87 
1,86 | 1,85 
1,84 | 
1,82 | 
1,81 | 
1/79 | 
1,78 | 
1/77 | 1/75 
1/76 | 1/74 
1/75 | 1/73 
1/74 | 1/72 
1,70 | 1,68 
1,67 | 1,65 
1,65 | 1,63 
1,64 | 1,62 


1,93 | 


1,91 
1,90 
1,88 
1,87 
1,85 
1,83 
1,80 
1,79 
177 
1,76 
1,74 
1/73 
1/72 
Ly gyJ 
1,70 
1,66 
1,64 
1,62 
1,60 
1,59 
157 
1,65 
1,83 
1,51 
1,50 
149 


1,92 | 1,87 
1,90 | 1,85 
| 1,88 | 1,84 
1,87 | 1,82 
1,85 ' 1,81 


1.80 | 1,75 
1/78 | 1,73 
1,76 | 1/71 
1,74 | 1,89 
| 1.73 | 1,68 
172 | 1,87 
171 1.65 | 
1,70 | 1.64 
1,69 | 1,63 
1,65 | 1,59 
1,62 | 1,57 
1,60 | 1,54 
1,59 | 1,53 
1,57 | 1,52 
1,55 | 1,49 


1,50 | 1,43 


1,47 |141 


184 | 1/79. 
1,82 | 1/77 


1,53 | 1.48 | 
1,52 | 1,46 


1,48 | 1,42 | 


1,84 Ï 


|1.82 
1,81 
1.79 
|177 
176 
174 
171 
1,69 
1,68 
1.86 
1,65 
1/83 
|1,82 
1,81 
1,60 
1,56 
1,53 
1,51 
1,49 
1.48 
1.45 
1.44 
141 
1,39 
1,38 
|1.36 


1.82 
¡1.80 
1/79 


178 
1/74 
1/71 
1,89 


1,64 
1,62 
1,61 
1,60 
1,59 


1,53 


1,46 
1,45 
1/42, 
1/41 
1,39 | 
1,36 
1,34 
1,33 


177 | 


17 \ 
1,65 ( 


J1.58 | 
| 1.50 ( 1,48 | 
1,50. 
1,48, 


[1,80 | 1,78 
1/78 176 
1/76 1/74 
1/74 (1/73 
1/73 | 1/71 
1,71 | 1,70 
1,69 | 1,67 
1.86 | 1,65 
1.64. 1,82 


(1.61 ..1,89 
(1/89 1,87 
1.58 | 1,58 
1,57 | 1,55 
1,56 | 1,64 
1,54 Ì 1,52 


1,47 ' 1/45 
1.45 | 1,43 
1,43 | 1.41 
1.41, 1,39 
1,39 | 1.36 
[1.37 ¡1.34 
1.36 | 1,32 
1,32 | 1,30 
1,30 | 1,28 
| 1.29 | 1.26 


1.62, 1,61 | 
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=0,01 


k; (bậc tự do của tử s; ) 


tá 


9 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


s 
£ 
= 
E 
5 
5 
5 
3 
5 


994 
277 
15,0 
10,5 
8,26 
6,99 
6.18 
5,61 
5,20 
4.89 
4,64 
4.44 
4.28 
4.14 
4.03 
3.93 
3,84 
3/77 
3,70 
3/84 
3,59 
3.54 
3.50 
3.46 
3.42 


994 
27,5 
14.8 
10,3 
8,10 
6.84 
6.03 
5.47 
5,06 
474 
4.50 
4,30 
4.14 
4,00 
3,89 
3,79 
3.71 
3,63 
3,56 
3,51 
3,45 
34T 
3,36 


3.32 
3.29 


99.4 
273 
14/7 
10,2 
7,98 
6,72 
5,91 
5.35 
4,94 
4,63 
4.39 
4/19 
4,03 
3.89 
3,78 
3,68 
3,60 
3,52 
3,46 
3,40 
3:35 
3,30 
3.26 
3,2 
3.18 


99,4 
272 
14,5 
10,1 
787 
6,62 
5,81 
5,26 
4,85 
4.54 
4,30 
4,10 
3.94 
3,80 
3,69 
3.59 
3.51 
3.43 
3.37 
3,31 
3,26 
3.21 
3417 
3.13 
3.09 


994 
271 
14.4 
9,96 
779 
6,54 
5/73 
5.18 
477 
4.46 
422 
4/02 
3,86 
3.73 
3,62 
3,52 
3.43 
3.36 
3.29 
3/24 
3.18 
3.14 
3,09 
3,06 
3.02 


994 
271 
144 
9,89 
772 
647 
5,67 
5.11 
471 
4.40 
4,16 
3,96 
3,80 
3,67 
3,55 
3,46 
3,37 
3,30 
3,23 
3/17 
3,12 
3,07 
3,03 
299 
2.98 


994 
270 
14,3 
9,82 
7,86 
6.41 
5,61 
5.05 
4.65 
4.34 
4.10 
3,91 
3/75 
3,61 
3,50 
3,40 
3.32 
3,24 
3/18 
3.12 
3.07 
3,02 
2,98 
2,94 
2,90 


99.4 
269 
14,2 
977 
7,60 
6.36 
5,56 
5,00 
4,80 
4,29 
4,05 
3,86 
3,70 
3,56 
3,45 
3.35 
3,27 
3.19 
3.13 
3,07 
3,02 
2.97 
2.93 
2,89 
2.86 


99.4 
26,9 
14,2 
972 
7,56 
6,31 
5,52 
4,96 
4,56 
4,25 
4,01 
3.82 
3,66 
3,52 
341 
3.31 
3,23 
3,15 
3,09 
3.03 
2,98 
2.93 
2,89 
2.85 
282 


Bảng VIII (Tiếp theo từ cột thứ 16 ở phần trên) 


20 | 22 2 | 26 | 28 | 30 | 40 50 60 - 80 100 
| Ỉ 

99.4 | 99,5 | 99,5 | 99,5 | 99.5 | 99.5 | 99,5 | 99,5 99,5 99,5 995 
26,7 | 26,6 | 26,6 | 26.6 | 26,5 | 26.5 | 26.4 | 26.4 | 26.3 ' 26.3 : 26.2 
14,0 | 14.0 | 13,9 | 13.9 | 13,9 | 13,8 | 13.7 | 13,7 13/7, 13,6 13,6 
| 9.55 | 9.51 | 9.47 | 9.43 | 9,40 | 9.38 | 9,29 | 9,24 | 9/20 9.16 9.13 
7.40 | 7,35 | 7,31 | 7.28 | 7,25 | 7,23 | 7.14 | 7.09 | 7.06 | 7,01 ' 6,99 
| 6.16 | 6.11 | 6,07 | 6.04 | 6.02 | 5.99 | 5.91 | 5,86, 5.82 5/78 5.75 
5,36 | 5,32 | 5,28 | 5,25 | 5,22 | 5.20 | 5.12 (5.07 5,03 4.99 4.96 
4.81 | 4,77 | 4,73 | 4.70 | 4.67 | 4.65 | 4.57 4/52 .448 444 442 
4.41 | 4.36 | 4,33 | 4.30 | 4.27 | 4.25 | 4.17 | 4.12 ,4/08 4.04 4.01 
4.10 | 4.06 | 4,02 | 3.99 | 3.96 | 3.94 | 3,86 | 3.81 | 3/78, 3.73. 3.71 
3.86 | 3,82 | 3.78 | 3.75 | 3,72 | 3,70 | 3.62 | 3.57 3.54 3.49 247 
3,66 | 3.62 | 3,59 | 3.56 | 3,53 | 3,51 | 3.43 | 3.38 3.34, 3.30. 3.27 
3,51 | 3.46 |3, 43 | 3.40 | 3,57 | 3.35 | 3,27 | 3,22 | 3.18 (3.14. 3.11 
3,37 | 3.33 | 3,29 | 3.26 | 3,24 | 3.21 | 3.13 | 3,08 3.05 3/00 3,98 \ 
3,26 | 3.22 | 3.18 | 3.15 | 3.12 | 3.10 | 3.02 | 2.97 ¡2.93 2/89 2.86 
3.12 | 3,08 | 3.05 | 3.03 | 3.00 | 2.92 | 2,87 2.83 2/79 2.76 
18| 3,16 | 3,13 | 3,10 | 3.08 | 3.03 | 3,00 | 3.00 | 2.96 P.92 | 2/84 | 278 275 2/70 2.68 
19| 3,08 | 3,05 | 3.03 | 3,00 | 2,96 | 2,92 | 2.89 | 2.87 | 2,84 | 2.76 | 2.71 | 2,67 ¡ 2.63 ' 2.60 
2,86 | 2.83 | 2,80 |2.78 | 2/69 (2/64 | 2,61 | 2.56 | 2,84 
2.80 | 2/77 | 2/74 | 2.72 | 2,64 | 2,58 | 2,55 | 2,50 , 2.48 
2,75 | 2,72 | 2,69 | 2.67 | 2,58 | 2.53 ' 2,50 | 2,45 | 2.42 | 
2,70 | 2,67 | 2,64 | 2.62 | 2.54 | 2.48 2.45 | 2.40 | 2,37 
2,66 | 2,63 | 2,60 | 2,58 | 2,49 2.44 2,40 | 2,36 | 2.33 
2,62 | 2,59 | 2,56 | 2,54 | 2.45 | 2.40 | 2,36 ' 2.32 Ì 2,29 | 
2,58 | 2.55 | 2.53 | 2,50 | 2.42 | 2.36 ¡ 2.33 | 2,28 ¡ 2.25 | 
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£0'z | 90'ø [ 0L'Z | SI'ẽ | 06'ø | 2#'š [ v€'z | tv'ẽ €9'r | 99'9 ]0001< 
Đ0'Z | /0'Z | zL'Z | 212 | zzz | 922 | 9E'ẽ | vv'ẽ S9'y | 69'9 |00S 

90'Z | 01'Z | pt'Z | 6L'Z | vẽ'z | LÈ'ẽ | 8E'Z | 2p'ẽ 89't | zZ'9 |00E 

60'Z | £L'Z | 2L 'Z | zZz | 222 | v€'z | ty'ẽ | 08'2 LZy | 9/9 |00Z 

zt'z | 9z | 0z | sẽ'ẽ | tế 'ẽ | 2E'ẽ | tv'ẽ | tS'ẽ 9Z't | L8'9 |0SL 

SL'z | 6L'Z | eZ'z | 8z £ | tE'z | 6E'Z | zp'z | sS'£ 8v | rø'9 |szL 

61'z | ¿Zz | 9z'z | Lế'z | 2E'Z | tv'ẽ | 0S'Z | 69'Z z8'v | 06'9 |00L 

Lz'z | vẽ'z | 6z'z | e€'z | 6E'z | sv'z | zs'z | Le'z S8'p | £6'9 |06 

czz | zzz | te'z | 9E'z | zp'ẽ | 8v'e | se'z | r9'z 88'y | 96'9 |08 

/Zz | tE'z | s€'z | 0y'z | sv'z | Ls'z | 69'z | /9'z z6'v | L0'2 |02 

Le'z | sE'z | 6€'z | tp | 06'z | 99'z | t9'ø | z/'z 86' | 80'¿ |09 

b€'z | 8E'Z | zyz | zv'ẽ | es'ẽ | 6S'z | 99'ø | S2'z L0'S | ZL'2 |e9 

8E'z | zpz | 9w'ẽ | ts'z | 99'z | e9'z | 02'Z | 62'Z 909 | ¿L'z |08 

0t'z | vyẽ | 8'z | es'z | 89'z | r9'z | z¿'z | 08'Z 80'9 | 6L'¿ |Bp | 
Zvyz | swz| 0S'£ | vs'z | 09'z | 99'Z | E/z | z8'2 0L'9 | zz'¿ lBy 
trz|pz | zsz | 99'z | z9'z | 99'z | 2z | v8'z zZL'9 | 9Z'2 |yb 

9t'z | 09'Z | pe'z | 69'z | ve'z | 02'z | 8/'Z | 98'z SI'9 | 8Z'2 |ẽv 

8p'z | zs'z | 99'z | L9'z | 99'z | £2'z | 08'ø | 68'Z 819 | LE'2 |0y 

LS'z | sS'z | 69'z | y9'z | 69'Z | 9/'z | £8'z | Z6'z Lz' | sE'¿ |BE 

bS'z | 89'z | z9'z | /9'z | z/z | 62'z | 98'z | S8'z SZ'S | 0y'2 9E: | 
86'z | z9'z | 99'z | 02/2 | 92'z | z8'z | 68'Z | 86'Z 6Z'9 | bt'¿ |yE | 
z9'z | 99z | 0z | y/z | 08'z | 98'z | £6'z | z0'€ t€'9 | 09'/ |z£ | 
¡992 | 02'Z | 2z | 6/2 | v8'z | L6'z | 86'z | 20'£ 6£'9 | 99'2 |0E 
69'Z|/z | z/z | tg'z | z8'z | e6'z | 00'£ | 60'€ zt's | 09'2 |6z 

Z/z| 9z | 6/2 | v8'z | 06'z | 96'Z | e0'£ | zt'e Sp'9 | b9'/ |8z 
9£ | 8z | z8 | /8'2 | t6'£ | 66'£ | 90'£ | SI'E 6t'S | 89'2 J/£ 

9L | SE | tt | €ỳ | ết | tt | 0 | 6 4N: 


(L0/0=2 !IoA g ugud oau) de!) IIỊA Bugq de) 


1dd 
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_THTTWTL 


27| 2.71 | 2,68 | 2,66 | 2,63 


|-2,31 
2,28 


2,68 | 2,65 
2,66 | 2,63 
2,63 | 2,60 
2,58 | 2,55 
2,55 | 2,51 
251 Ì 2,48 
2,48 | 2,45 
2.45 Ì 2.42 
2.43 | 2.40 
2.40 | 2,37 
2,38 | 2.36 
2 3ƒ |5 32 
2,35 | 2,32 
2,28 
2,25 
2.20 
2.17 


2,23 
2,20 
PL | c.14 
ai Ô | 2y Lá 
2/11 2,08 
2,09 | 2,06 
2,06 12,02 
Z,03 | 1,99 
2,00 | 1,97 


1,98 | 1.55, 


2,63 | 2,60 
2,60 | 2,57 
2,57 | 2,55 
2,53 | 2,50 
2.49 | 2,46 
245 | 243 
2.42 | 2.40 
2,39 | 2,37 
2,37 | 2.34 
2,35 | 2.32 
2,33 | 2,30 
3A1 |2.28 
2,29 | 2,27 
2,25 | 2,23 
2,22 | 2,20 
2.18 | 2,15 
2,14 | 2,12 
2,11 | 2,09 
2,09 | 2,07 
2,05 | 2,03 
2,03 | 2,00 
2,00 | 1,97 
1,997 | 1,94 
1,94 | 1,92 
1,92 | 1,90 


Bảng VIII (Tiếp theo từ cột thứ 16 ở phần trên) 


5B | 


24 


26 | 28 | 30 | 32 


_ 34 


36 80 _ 


2,52 
2,49 
2/46 
2,44 
2,39 
| 2,35 
2,32 
2,28 
2,26 
2,23 
2.21 
2,19 
2,17 
2/15 
| 2,11 
| 2,08 
| 2,03 
| 2,00 
1,97 


2.49 
(2,46 
(2/44 
2.41 
2,36 
2,32 
2,29 
2,26 
2.23 
2,20 
2,18 
2,16 
2,14 
2,12 
2,08 
2,05 
2.01 
1,97 
1,94 
1.92 
1.88 


Ị 


2A7 2438| 


2,44 | 2,35 
241 |2.33 
2,39 | 2,30 
2,34 | 2.25 
2,30 | 2,21 
2,26 
2/23 
2,20 | 2.11 
2.18 2/09 
2,15 | 2,06 
2,13 | 2,04 
2.12 |:2,09 
2,10 | 2,01 
2,06 | 1,97 


2,03 11,94 | 


1,98 | 1,89 
1,94 | 1,85 
1,92 | 1,82 
1,89 | 1,80 
1,85 | 1,76 
1,83 | 1,73 
1,79 | 1,69 
1,76 | 1,66 
1,74 | 1,63 
1,72 | 1,61 


—Ằ.- 


An | 
2,14 | 


T 


1,63 
|1,59 
| 1,58 


| bá 


2,29 ' 2/25 
2,26 | 2.22 


2,21 | 2,16 
2,16 | 2,11 
| 2,12 | 2,07 
2/08 2.03 
2.05 2.00 
2,02 ' 1,97 
| 1,99 | 1.94 


' 1,95 | 1,90 
1,93 , 1,88 


1,87 | 1,81 
1,84... 1.78 
¡ lửC | Lư Ó 


| 1,88 | 1,52 
,55 | 1,48 
,52 | 1.45 
,80 | 1.43 
| 


Ì 
Ị 
| 
| 


22 | 2,19 | 


| 1,97 | 1.92 | 


1.91 (1,36, 


100 
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Bảng IX 
Các số nguyên m„ được xác định từ: P{min (D„, A„)< m„ }< œ 


0,01 0,05 - 0,01 0,05 0,01 0,05 
1 37 10 12 73 25 27 
2 38 10 đã T4 25 28 
3 39 11 12 75 25 28 
4 40 11 13 76 26 28 
5 41 11 13 T7 26 29 
6 0 42 12 14 T8 27 29 
# 0 43 12 14 3 27 30 
8 0 0 44 12 15 80 28 30 
9 0 1 45 138 15 81 28 31 
10 0 1 46 13 15 82 28 31 
11 0 1 47 14 16 83 29 3⁄2 
12 1 2 48 14 16 94 29 32 
13 1 2 49 15 17 85 30 32 
14 1 2 50 15 17 86 30 33 
15 2 3 51 15 18 87 31 33 
16 2 3 s2 16 18 88 31 34 
17 Z2 4 53 16 18 89 31 34 
18 3 4 54 17 19 90 32 35 
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Bảng X 
Các trị số tới hạn của quy tắc về nhóm. 
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Bảng X tiếp theo 


: ta szs = —— 
= 
Sa : RE l6 †6 7 |8 [9Ø T10 T14 J 12 13 |14 |15 |16 |17 j 
3 8.8 | | 
3 JfS:°0lợ, + J6 
E4 JS2./ J8 + lsl tô 
6 J5 |? |6 l9 Ì18 
7 |s |7 |9 |10 |11 |12 
8 |s |7 l9 |10 |11 |12 |13 
s |5 |z |s |1 |12 |13 |13 |14 L s) đ 
10 ls |7 |9 |11 |12 |13 |14 |15 |15 |] 
1 |s |7 |9 |*14t |12 |13 |14 |15 |16 |16 | | 
122 |s |7 |s |1 |12 |13 |15 |15 |16 |17 |18 b1 
13G l5 |7 |9 |11 |13 |14 |15 | 16 |17 |18 |18 |19 b | 
14 l5 |7 (9 |11 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |19 |20 | | 
15 l5 |7 |9 |11 |13 |14 |1+s |tmz |1 |1s|19|2o|2r|2r|L | |} 
16 ls |7 |s |1t |13 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |20 |21 |22 |22 | | 
17 ls |7 |s |11|13 |1 |16 |17 |18 |19 |2o |2 |22|22|23|24| | 
18 ls |7 |9 |11 |13 |15 |16 |17 |16 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |24 |25 |. 
19 l5 |7 lo |11 |13 |1s |16 |17 |19 |20 |21 |22 |22 |23 |24 | 25 | 25 | 28 
z0 |5 |7 |9 |11 |13 |15 |16 |17 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |24 |25 | 25 Ì26 | 27 
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MỤC LỤC 


LỜI NÓI ĐẦU 
Chương I 
NHỮNG KHÁI NIỆM CƠ BẢN CỦA LÝ THUYẾT XÁC SUẤT 
1.1.Khái niệm về phép thử, biến cố và xác suất của biến cố 
1.2. Các định nghĩa về xác suất của biến cố 
1.3. Mối quan hệ và các phép tính giữa các biến cố 
1.4. Xác suất của tổng hai biến cố xung-khắc. 
1.5. Xác suất có điều kiện - Định lý nhân xác suất. 
1.6. Xác suất của tổng hai biến cố không xung khắc 
1.7. Độ tin cậy của một hệ thống thiết bị 
Bài tập chương 1. 
Chương 2. 
CÔNG THỨC XÁC SUẤT TOÀN PHẦN VÀ CÖNG THỨC BÂYÉT. 
DÃY PHÉP THỬ ĐỘC LẬP. 
2.1. Công thức xác suất toàn phần. 
2.2. Công thức Bâyét. 
2.3. Công thức Béc-nu-li cho dãy phép thử độc lập. 
2.4. Các định lý giới hạn Moa-Vơ-Rơ Laplat 
2.5. Định lý giới hạn Poátxông 
2.6. Số lần xuất hiện chắc nhất. 
2.7. Định lý tổng quát về các phép thử lặp 
Bài tập chương 2. 
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Chương 3. 
ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN. CÁC THAM SỐ ĐẶC TRƯNG CỦA 
ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN 
3.1. Khái niệm về đại lượng ngẫu nhiên. Bảng phân phối xác 
suất. ïiàm phân phối xác suất. 
3.2. Kỳ vọng toán của đại lượng ngẫu nhiên 
3.3. Phương sai của đại lượng ngẫu nhiên 
3.4. Kỳ vọng toán và phương sai của một số luật phân phối 
thường gặp 
3.5. Mốt và trung vị. 
3.6. Mômen. 
Bài tập chương 3. 
Chương 4. 
MẪU THỐNG KÊ VÀ ƯỚC LƯỢNG THAM-SỐ. 
4.1. Không gian mẫu. 
4.2. Phân phối mẫu và phân phối chính xác. 
4.3. Phân phối xác suất đại lượng thống kê trên không gian mẫu. 
4.4. Phân phối tiệm cận chuẩn của đại lượng thống kê. 
4.5. Hàm ước lượng của một tham số chưa biết. 
4.6. Ước lượng tham số theo phương pháp hợp lý cực đại. 
4.7. Ước lượng tham số bằng khoảng tin cậy. 
4.8. Ước lượng tham số với mẫu có số lượng lớn 
Bài tập chương 4. 
Chương 5: 
KIỂM NGHIỆM CÁC GIẢ THUYẾT THỐNG KÊ 
5.1. Khái niệm về việc kiểm nghiệm các giả thuyết thống kê 
5.2. Kiểm nghiệm giả thuyết đơn và qui tắc mạnh nhất 
5.3. Một số qui tắc kiểm nghiệm giả thuyết thống kê 
Bài tập chương Š. 
PHỤ LỤC. 
Tài liệu tham khảo. 
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